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CHAPITRE 5 : SUITES-RAISONNEMENT PAR RECURRENCE
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I Notion de suite

1 Introduction

Les suites numériques sont des objets trés utiles en analyse. Elles permettent par exemple d’obtenir des valeurs
approchées de divers objets, que ce soit les solutions d’'une équation, des nombres irrationnels particuliers ou
des intégrales. Dans ce chapitre, nous commencons par introduire les notions de suites monotones et de suites
bornées. On décrit ensuite les différentes suites usuelles & connaitre (arithmétiques, géométriques, arithmético-
géométriques et récurrentes linéaires d’ordre 2). On donne la définition d’une suite convergente et on décrit les
différentes opérations possibles sur les limites. Enfin, nous terminons le chapitre avec le théoréme des suites
monotones et le théoreme des suites adjacentes qui permettent de prouver la convergence de certaines suites.

2 Généralités
Définition. Une suite réelle u = (uy,)nen est une fonction définie sur N et a valeurs dans R. L’image de n
par la suite u se note u,, (plutot que u(n)), appelé le terme de rang n (ou d’indice n) de la suite.

L’ensemble des suites réelles est noté RN

Remarque . La suite (’ensemble de tous les termes) est notée entre parenthéses (up)nen (voire (u,)) et un
terme de la suite, sans parenthése : u,, (méme distinction qu’entre les notations f et f(z)).

Une suite peut étre définie a partir d’un certain entier ny plutét que sur N. De la méme maniére, certaines
propriétés des suites peuvent n’étre valables qu’a partir d’un certains rang ny € N. Par conséquent, tous les
énoncés du cours peuvent (et doivent parfois) étre adaptés pour de telles suites (remplacer n € N par n > nyg).

Définition (Génération). Il y a plusieurs fagons de définir une suite :
e Explicitement : c’est a dire en fonction de n.
o Implicitement : dans le cas contraire. En particulier :
1. par récurrence : on donne un ou plusieurs termes initiaux et une relation de récurrence, c’est a dire
un terme de la suite en fonction du (ou des) termes précédent(s).

2. a laide d’un symbole somme ou d’un produit (c¢’est un cas particulier du précédent).

3. totalement implicitement (voir le dernier point de ’exemple ci-dessous).

Exemple 1. &

1. On note f(z) = % Soit (tn)nen définie par u, = f(n) et (vp)nen définie par v, 41 = f(vy) et vo = 1.
x

(a) Comment sont définies les deux suites ? Donner ugg.
(b) Calculer vy, vq,v3. Que peut-on conjecturer sur vgg ? v, ? Démontrer votre conjecture.

n

1
2. Soit (wy,) défine par w, = Z ————— . Calculer wgg.
— (k+1)(k+2)

3. Soit (2, )nen- la suite des solutions positives de I’équation 23 + 222 + £ = n. Comment obtenir x; ?

3 Représentation graphiques des suites

Méthode. Représenter graphiquement des suites

1. suite explicite : Pensemble des points de coordonnées (n; f(n)) représentent les termes d’une suite réelle
(Un)nen, définie explicitement par v, = f(n).
2. suite récurrente (d’ordre 1) : pour représenter une suite (u,) définie par ug et un,+1 = f(un), on trace
la courbe C de f et la droite D d’équation y = x. On place le point My de coordonnées (ug;0).
On représente la suite en appliquant le procédé initié sur le graphique ci-dessous qui conduit a des
« escaliers »ou des « spirales ».
A Ces deux fagons de générer des suites produisent des suites différentes pour une méme fonction f.
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‘ Suite (v, ) définie par Vn € N, v, = /n ‘ Suite (up) définie par ug =4 et Vn € N, upt1 = /un

4 Opérations sur les suites

Définition. On définit trois opérations sur les suites, qui sont des opérations terme a terme :
1. une addition : pour toutes suites u et v, u + v = (up, + Vp)nen-
2. une multiplication (externe) : pour tout réel A et toute suite u, Au = (At )nen-

3. une multiplication (interne) : pour toutes suites u et v, uv = (Up, Vpn)neN

ITI Propriétés globales des suites
1 Suites majorées, minorées, bornées

Définition. une suite (uy,)nen est

* minorée si Im € R, ¥n € N, m < u,. (m est alors un minorant de la suite)
* majorée si AM € R, Vn € N, u, < M. (M est alors un majorant de la suite)
* bornée si elle est a la fois majorée et minorée

* bornée §'il existe un réel M tel que pour tout entier n € N, |u,| < M.

Méthode. Montrer qu’une suite est majorée (ou minorée)
Il y a plusieurs méthodes classiques, le choix de la bonne méthode dépendant essentiellement de la suite
considérée.
1. étude de la fonction sous-jacente f : valable seulement pour des suites explicites : (u,) définie par
up, = f(n). Il suffit alors d’étudier f sur [0; +o0l.
2. a laide inégalités, obtenues de maniere algébrique ou découlant de questions précédentes.

3. par récurrence : si la suite est définie par récurrence, c’est souvent (pas toujours) la bonne méthode.

Exemple 2. &

1. Soit (un)nen définie par u,, = (=1)" + 4(—1)". Montrer que cette suite est bornée.

1
2. Montrer que la suite (uy,)nen définie par u, = est bornée par —1 et 3

n
n?2+n+1
3. Upt1 = V6 + uy, avec ug = 0. Montrer que pout tout n € N, u,, € [0;3].

n
4. Pour n € N* u,, = Z = Mountrer que la suite est majoréé par 2 et minorée par 1 (on montrera tout
k=1
d’abord k>2 L < 1 1)
abord que pour = < —— — ).
WEPOMEZ 20 ST T1 T %k

5. La suite (n — n?) est-elle majorée ? minorée ? bornée ?

6. Définir avec des quantificateurs ce qu’est une suite non bornée.

2 Suites monotones
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Définition. Une suite (up)nen est :

strictement croissante si et seulement si pour tout entier n, on a up41 > Uy

strictement décroissante si et seulement si pour tout entier n, on a uy41 < Up.

strictement monotone si et seulement si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.
constante si et seulement si pour tout entier n, up41 = Up.

* ot

*

On définit une suite croissante, décroissante ou monotone de méme, avec des inégalités larges.

Remarque . Dans la pratique, seule les variations a partir d’un certain rang nous intéresse. Par exemple, si
on trouve qu'une suite (u,) commence par décroitre jusqu'au rang 3 puis est croissante & partir du rang 3, on
dira simplement que « (u,) est croissante a partir du rang 3 ». La rédaction differe donc de celle des études de
fonctions.

Al existe des suites qui ne sont ni croissantes , ni décroissantes, méme a partir d’un certain rang. Par exemple :

(—1)".

Méthode. Etudier les variations d’une suite O

1. étude de la fonction sous-jacente f : valable seulement pour des suites explicites : (u,) définie par
up, = f(n). Il suffit alors d’étudier f sur [0; +o0l.

2. étude du signe de uy,41 — uy, pour tout n € N. C’est la méthode la plus classique. Si cette quantité est
toujours positive, la suite est croissante, si elle est toujours négative, la suite est décroissante.

Un41

Un,
est surtout utilisé pour des suites qui sont définies par des produits, des puissances, quantités qui se

simplifient mieux par quotient que par différence. Si cette quantité est toujours plus grande que 1, la
suite est croissante, si elle est toujours comprise entre 0 et 1, la suite est décroissante.

3. comparer a 1. A appliquer uniquement lorsque u, > 0, pour tout n € N, cette méthode

4. par récurrence. Cette méthode est souvent (pas toujours) la bonne pour les suites récurrentes. Pour
montrer qu’une suite est croissante, P, : « u, < un4+1 » et pour montrer qu’'une suite est décroissante
Pr: & Up > Upg1 »

Exemple 3. & Etudier les variations :
1. de la suite étudiée a la deuxiéme question de ’exemple précédent.
n
n 1
2. des suites définies par u,, = 721—2 et v, = Z = pour n € N*
k=1
3. des suites arithmétiques, puis des suites géométriques de 1 terme et de raison strictement positifs.

4. de la suite étudiée a la troisieme question de ’exemple précédent. Méme question si ug = 5.

IIT Suites remarquables

Ce chapitre présente quatre types de suites remarquables : les suites arithmétiques, les suites géométriques, les
suites arithmético-géométriques et les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

Dans chaque cas, 1'idée est la méme : la suite est d’abord définie par une formule de récurrence et 1’objectif
est de trouver une formule explicite. Les trois premiers cas ont été vus au lycée, méme si on systématise ici
davantage la méthode pour les suites arithmético-géométriques.

Enfin, des résultats sur les sommes de termes consécutifs sont également donnés.

1 Suites arithmétiques et géométriques

a Définitions et propriétés de base ©
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Suite arithmétique de raison r de | Suite géométrique de raison g de
premier terme ug premier terme ug

Définition par récurrence

Formule explicite

Relation entre deux termes

b Sommes de termes consécutifs

| <t P
|Propos1t1on 1.SOMMES DE REFERENCES O

(nb de termes) x (1*terme + dernier terme)

1. Si (un)nen est arithmétique de raison r, on a Zuk =

2
__ mb de termes
2. Si (un)nen est géométrique de raison ¢ # 1, on a Zuk = (1°" terme) x ql
—q

Méthode. Montrer qu’une suite est arithmétique (resp. géométrique)
1. Soit la suite est définie de maniere explicite et on reconnait une des expressions du tableau.

2. Sinon, on cherche & établir que pour tout n € N, u, 11 = up + 7 (resp. Uny1 = qun) , ou r (resp.
q) est un nombre réel. Pour cela, on utilise les méthodes habituelles pour montrer une égalité : partir
de la gauche vers la droite, simplifier séparement les deux quantités pour arriver au méme résultat ou

4 Un+1
encore démontrer que u,11 — U, (resp.
n

) est égal & un réel r (resp. q) pour tout n € N.

Exemple 4. &

1. Montrer que la somme des n premiers nombres entiers impairs est un carré.
(') = 0

Upt1 = Oup,+2x70

(a) Montrer que la suite (v,)nen est géométrique de raison 6.

2. Soit (up)nen la suite définie par : { On pose v,, = u, —2 X 7" pour tout n € N.

6 n
(b) Calculer v, en fonction de n. En déduire que : Vn € N, w, =2 x 7" <1 - <?> >
1
wo = 75 wp + 1
3. Soit (wy,) la suite définie par : 5, —1 - On pose, pour tout n € N, h,, = et on
Wni1 — ~ Wn
Wy, + 3

admettra que cette suite est bien définie (le démontrer pour les sceptiques).
(a) Exprimer w,, en fonction de h,,.
1
(b) Démontrer que la suite (h,) est arithmétique de raison —5

- 3n+4
- 3n-—28

(c¢) Calculer h,, en fonction de n, puis montrer que : Vn € N, wy,

2 Suites arithmético-géométriques :

Définition. Une suite est dite arithmético-géométrique si il existe un réel a et un réel b tels que :

Vn € Nyupy1 = auy, + b
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Remarque . Si a = 0 ou 1 ou encore b = 0 la suite est constante, arithmétique ou géométrique. Inutile
d’appliquer les résultats de cette partie! Sinon, A une suite arithmétique n’est ni arithmétique ni géo-
métrique.

La méthode suivante permet de déterminer le terme général d’une suite arithmético-géométrique

Cette méthode, décrite quand le premier rang est 0, s’adapte aisément a une suite définie a partir d’un autre
rang.

Méthode. Déterminer le général d’une suite arithmético-géométrique ©

1. Reconnaitre une suite arithmético-géométrique et le préciser sur la copie.
2. Résoudre 1’équation x = ax + b d’inconnue x. Ici on note o 'unique solution.
3. Définir une suite auxiliaire v par : Vn € Njv,, = u, — «
4. Montrer que v est géométrique

Préciser la raison trouvée et calculer sont premier terme vy = ug —
5. Déduire le terme général de v a ’aide du cours.

6. Déduire le terme général de u a l'aide de la définition de v : Vn € N u,, = v, + «

Méthode. Calcul de la somme des termes d’une suite arithmético-géométrique
Le terme général d’une telle suite est de la forme u, = v, + «, ou « est une constante et v une suite

n n n
géométrique. Par linéarité : E up = E vk + g a.
k=0 k=0 k=0

Exemple 5. &

1. Déterminer le terme général des suites suivantes et calculer la somme des n premiers termes :

ug = 2 v = -1
(a) { VneN, upy1 =2u, +1 (b) { Vn € N* v,y =3v, — 1
2. Une personne effectue un prét de 100000 euros au mois 0, avec un taux d’intérét mensuel de 0, 2%, intéréts

calculés a la fin de chaque mois sur la base de ce qu’il reste a rembourser. Il rembourse chaque premier
jour du mois la somme fixe de 1000 euros (sauf le mois 0).

(a) Donner l'expression, en fonction de n, de la somme que la personne doit encore payer apres son
versement du mois n (tant qu’il reste quelque chose a payer).

(b) (avec la calculatrice, le tableur, ou Scilab). Dire au bout de combien de temps la personne aura
remboursée son prét.

(c) Adapter le raisonnement pour calculer le versement mensuel nécessaire & un remboursement du prét
sur 10 ans (le taux d’intérét reste le méme).
3 Suites récurrentes linéaires doubles

Définition. Une suite (u,) est dite récurrente linéaire double si il existe un réel @ non nul et deux réels
b et ¢ tels que :

Vn € N, aupyo + bupy1 + cu, =0

La méthode suivante permet de déterminer le terme général d’une suite récurrente linéaire double.

Cette méthode, décrite quand le premier rang est 0, s’adapte aisément o une suite définie & partir d’un autre
rang.

Méthode. Déterminer le terme général d’une suite récurrente double ¢

page 6



Cours de mathématiques ECO1 LMA 2020/21

1. Reconnaitre une suite récurrente linéaire double et le préciser sur la copie.
2. Ecrire I’équation caractéristique ax? + bz 4 ¢ = 0 et calculer son discriminant.

3. (a) SiA>0,ily a deux solution x;1 et x5. Alors appliquer le théoréme suivant :

| THEOREME 2.
{Il existe deux réels A et p tels que : Vn € N, w,, = \x] + pzy ]

(b) Si A =0, il y a une unique solution x. Alors appliquer le théoréme suivant :

| THEOREME 3.
[H existe deux réels A et p tels que : Vn € N, w,, = (A + pn)z™ ]

(c) Le cas A < 0 n’est pas au programme et vous ne le rencontrerez jamais !
4. Déterminer )\ et u en résolvant le systéme obtenu a ’aide des deux conditions initiales.

(a) : ug = Ml + pad = A+ p OF up=A+px0)z’ =X\
’ ulz)\x%—l—uac%:)\xl + pxo ’ L=

5. Conclure en remplagant A et p par leurs valeurs dans 1’énoncé du théoréme (utilisé au point 3.)

Exemple 6. & Déterminer le terme général des suites suivantes.

1. La suite de premiers termes u; = 0 et ug = 1 vérifiant : Vn > 1, upyo + 2upt1 +up =0
2. La suite de Fibonacci définie par Fp =0, F1 =1letVn e N, F,, o =F,11 + F,

Remarque . Pour calculer la somme des termes d’une suite récurrente linéaire double :
1. dans le cas (a), la suite est une somme de deux suites géométriques.

2. dans le cas (b), il n’y a pas de méthode simple pour la seconde somme (de terme général nz™).

IV Limites de suites

Ce chapitre donne tout d’abord les définitions rigoureuses de ce que sont des suites convergente, divergente vers
+o00 et divergente sans limite. L’intérét de cette premiere partie, en dehors de fixer un cadre précis, est qu’elle
permet de démontrer tous les résultats qui suivent dans les deux parties suivantes (nous n’en démontreront
qu’un ou deux), ainsi que de nombreux théorémes de la suite du cours.

Dans une seconde partie sont données les limites des suites dites de références, que vous pouvez voir comme
le parallele des formules de dérivation des fonctions usuelles. Il est donc primordial de savoir restituer tous ces
résultats.

Sont abordées ensuite les principales opérations sur les limites (somme, différence, produit, inverse, quotient et
composition). Certains cas donnent lieu & ce qu’on appelle des formes indéterminées, ce qui veut dire que le
résultat de cette opération n’est pas connu a priori et dépend de 'exemple traité.

Enfin, nous verrons des résultats de croissances comparées, qui sont des cas particuliers de formes indéter-
minées qui reviennet souvent dans les exercices et sont a connaitre.

Donner la nature d’une suite, c’est dire si elle est convergente ou divergente.

1 Suites convergentes et divergentes

Suite convergente

Définition. On dit qu’'une suite converge (ou admet une limite finie) lorsqu’il existe un réel I tel que tout
intervalle ouvert I contenant [ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

Ceci revient a dire que, pour tout réel € > 0 , il existe un entier naturel N tel quen > N = u,, € |l — ¢;1 + ¢[.
On note alors nEI-il:loo u, = [ et | est appelée la limite de la suite.
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Remarque . La limite d'une suite, lorsqu’elle existe, est unique

x g IV =Tsur cet exemple
| 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Il y a deux cas pour qu’une suite soit divergente : soit elle n’a pas de limite (par exemple (—1)™), soit sa limite
est infinie.

Suite divergente vers +oo

Définition. On dit qu’une suite diverge vers +oo lorsque : tout intervalle ouvert du type |A ; +o00[ contient

tous les termes de la suite & partir d’un certain rang et on note lim wu, = +oo.
n—-+oo

Cela revient a dire que pour tout A € R , il existe un rang N tel que : n > N = u, > A

1
Exemple 7. % Démontrer que lim n? = +oco et que lim — =0 et donner la limite d’une suite constante.
n——+4oo n—+oo n

2 Limites des suites de références

iProposition 4.LIMITE DES SUITES PUISSANCES ©

Sia>0, lim n%=4oco. Sia<0, lim n%=0.
n——+o0o n——+00

[ s 2, .2
|Prop051t10n 5.LIMITES DES SUITES GEOMETRIQUES

Soit (un)nen la suite définie pour tout n € N par w,, = ¢". Alors :

1. si ¢ < —1 la suite n’a pas de limite. 3. si g = 1 la suite converge vers 1 et est constante.

2. si —1 < ¢ < 1 la suite converge vers 0. 4. si g > 1 la suite diverge et tend vers +oo.

i Proposition 6.LIMITES DU LOGARITHME ()

lim In(n) = +oo.
n——+o0o

Exemple 8. & A partir de ces propriétés, donner les limites éventuelles des suites suivantes :

1 1 1 n3

3 —0.0001 —0.4
L n’yn, n o ﬁv 7—0.0001> 4’ n V.

2w =3 (8)" v= 3@ =3 =3 (-F)

T

3 Opérations sur les limites

Voici une série de tableaux qui donnent les résultats des opérations sur les limites. On notera FI pour forme
indéterminée.

Multiplication par un réel Soit u une suite ayant une limite et A un réel non nul.
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Le tableau suivant donne la limite éventuelle de Au
selon la limites de w.

Somme Soient u et v deux suites ayant des limites (finies

Le tableau suivant donne la limite éventuelle de u+v
selon les limites de u et v.

En combinant la multiplication par —1 et la somme
on peut aisément déduire les limites obtenues par
soustraction.

ECO1 LMA 2020/21

Produit Soient u et v deux suites ayant des limites (finies ou infinies).

Le tableau suivant donne la limite éventuelle de uv
selon les limites de u et v.

Inverse Soit u une suite ayant une limite.

: AlA>0]A<0
lim
leR Al Al
—+00 “+00 —00
—00 —00 +00
ou infinies).
) limv | ! eR | 400 | —00
lim
leR I+10 | 40 | —o0
400 +00 FI
—00 —00
, limv | />0 [ 1'<0 | I'=0] +o00 | —00
lim u
>0 +o0 | —0
<0 i —00 | +o0o
=0 FI
“+00 +00 | —00
—00 +00

lim w, =0, il faut étudier le signe de u

ASln~>+oo
limu | I € R | +00 Siun>0zlim%:+oo
1 1
lim=) 7 0 Siu, <0:limd = —o0

Sinon :

Quotient

Pour étudier la limite d'un quotient ¥, on remarque
que 3 = u% et il suffit alors de combiner les proprié-
tés du produit et de 'inverse.

Dans les cases oo le signe est facile a déterminer
par la regle des signes.

Dans les cases +o00* il faut se référer aux trois cas
vus pour l'inverse d’une suite de limite nulle : selon
le signe de v, soit il n’y a pas de limite soit la limite
est infinie.

Composition avec une fonction

1

» n'a pas de limite

lima limv | [/ ¢ R* 0 | o0
leR* £ foo* | 0

0 0 FI 0

400 +o0 +o00* | FI

i Proposition 7.

Soient [ et a des réels pouvant aussi valoir +oo. Si

lim wu, =1et
n——+oo

li =a al li =
lim f(z) = a alors niriloof(“") a

Puissances Il faut revenir a une notation exponentielle pour déterminer la limite de u".

Exemple 9. Donner la limite éventuelle des suites de terme général :

1
1.—=3n? 2.e™™ 3.-3n?+e™™ 4.n°%%901_-1000000000 5. <n2 + E) (eT™+2) 6
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4 Croissances comparées. Techniques sur les formes indéterminées

Voici les cas ou I'indétermination d’une limite est levée directement d’apres le cours.

s iProposition 8. CROISSANCES COMPAREES N

Soient o et 8 deux nombres réels. Soit g un réel supérieur strictement a 1.
1. La suite (n!) emportent sur les suites (¢"), (n®) et ((Inn)?).

2. Les suites (¢") Pemportent sur les suites (n®) et ((Inn)?).

3. Les suites (n®) 'emportent sur les suites ((Inn)?).
Cela signifie que si on effectue un produit ou un quotient de deux de ces suites, la limite est celle de la
suite qui 'emporte.

In(n
Exemple 10. & Donner la limite des suites de terme général: 1. ——= 2.me™" 3.
n

Méthode. Bases pour lever une forme indéterminée O
1. S’assurer qu’on a bien affaire & une forme indéterminée.
2. Si c’est une croissance comparée, conclure directement en rédigeant « par croissance comparée »sur la
copie.
3. Sinon, se ramener a un des deux cas précédents par une des méthodes suivantes :
(a) factorisation par le terme prépondérant (trés générale)

(b) méthode de la quantité conjuguée (plus marginale)

Remarque . A noter qu’il existe des calculs de limite qui nécessite des méthodes bien plus complexes, voire
pour lesquels on ne connait pas encore de méthode!

Exemple 11. & Dans chacun des cas, trouver la limite de la suite de terme général :

—2n3 +2 —2n3 +2 —2n3 +2
L.n%—n?+3 2.e"—nl%0—In(n)t0000 3 r ;r L L ;r L Yl 4+ D 6.vVIRZtn-n 7.VAnZ+ n—2n.
n n n

V  Propriétés des limites et théoremes de convergence pour les suites

Les notions de la partie précédente ne permettent pas d’étudier la nature de toutes les suites que vous rencon-
trerez. En effet, tous les résultats précédents portent sur les suites explicites et sur des combinaisons de suites
qui posseédent toutes des limites.

Dans cette partie, nous donnons des résultats plus qualitatifs sur les suites et leurs limites qui permettent
notamment de conclure lors de I’étude des suites récurrentes.

1 Passage a la limite dans les égalités et les inégalités

Dans cette section, il est trés important de remarquer qu’on considére des suites dont on sait déja qu’elles
convergent. Aucun des résultats qui suit ne peut donc servir a prouver l'existence d’une limite. En revanche,
ces résultats peuvent donner la valeur potentielle d’une limite ou simplement un encadrement de cette valeur
potentielle.

Proposition 9.PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE INEGALITE

(un) et (v,) deux suites convergentes telles que u,, < v, ou bien  wu, < v, alors :

lim w, < lim wv,. (Ales inégalités strictes deviennent larges par passage d la limite).
n—-+4oo n—-+oo

Exemple 12. & Que peut-on déduire des éventuelles limites des suites définies aux points 3 et 4 de I’exemple
57
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Proposition 10.PASSAGE A LA LIMITE DANS UNE EGALITE

Siw a une limite [ (finie ou infinie) alors toutes les sous-suites (tn+1)nenN, (Un+2)nen, (Uan)neN, (U2n+1)neN, - - -
ont aussi pour limite [.

Exemple 13. & Quelles sont les limites (finies ou infinies) possibles des suites vérifiant les relations de récur-

rence suivantes ?

1
1. Upyr = 2’[1,”—% 2. Upt1 = —2vn—%+1 3. 2(wn42)? = Wpg1+wy 4 Fpyo=F,+Fu1 5. Tpy1 = ——

n

Méthode. « du point fixe »
Soit u une suite vérifiant Vn € N, u,+1 = f(un) avec f une application continue sur un intervalle I (de la
forme [a;b], [a;+oo[, |—00;b] ou]—o0;+o00] avec a et b réels), tel que I contient tous les termes de la suite.
Si u converge vers une limite ¢, cette limite est une solution de I'équation £ = f(¢) sur I (on dit que £ est un
point fize de f). En effet, u,y1 — £ et f(u,) — f(¢£) par continuité de f.
A\ cette méthode permet de trouver des limites potentielles mais ne prouve en aucun cas la convergence de
u.

2 Théoréemes de comparaison

Proposition 11.COMPARAISON PAR RAPPORT A UNE SUITE DIVERGENTE Q)

Soient (uy,) et (vy) deux suites telles que u,, < v,. Alors :

1. si (uy,) diverge vers +oo alors (vy,) aussi. © 2. si (vy,) diverge vers -oco alors (u,) aussi.

Exemple 14. % 1. Etudier la limite des suites de terme général (a) u,, = 3x(—1)"—3n  (b) u, = n*(5—4(—1)") 2. Soit
(up,) défine par u; = 1 et up41 = uyp +n. Montrer : Vn € N* u,, > n et en déduire la limite de la suite.

/—‘ Proposition 12. THEOREME D’ENCADREMENT OU DES GENDARMES Q) N

Soient (uy,) , (vn) et (wy,) trois suites telles que :

1. up < vy < Wy 2. (up) et (wy,) convergent vers une méme limite [

Alors (vy,) converge aussi vers [ .
N J

3n+5x(—=1)"

Exemple 15. % Etudier la limite de la suite (u,) définie, pour tout entier par : u, = 5
n

3 Critere de convergence monotone

i THEOREME 13.CONVERGENCE MONOTONE Q)

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo.
Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Remarque . A\ ce théoréme ne donne pas la limite de la suite.
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Exemple 16. & 1. Donner un exemple de suite croissante qui diverge, et de suite majorée qui diverge.
2. Dire si les suites définies ci-dessous convergent

(a) les suites définies aux points 3 et 4 de 'exemple 5. Donner la valeur de la limite dans le premier cas.
n
1
(b) Pour tout n € N*, u,, = Z

k:1n+k

(c) Conjecturer la monotonie et un minorant de la suite u & partir du graphique de la méthode 1. Démontrer
les conjectures puis la convergence de la suite u et calculer sa limite.

4 Suites adjacentes

Définition. Les suites u et v sont dites adjacentes si et seulement si :

1. la suite u est croissante. 2. la suite v est décroissante. 3. lim v, —wu, = 0.

n—-+oo
iTHéOREME 14. DES SUITES ADJACENTES ©
[Si u et v sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite ¢. De plus u,, < ¢ < v, pour tous n,m € N. }
. o Up + 20 Un + 30
Exemple 17. Soient u et v définies par ug =1, vo =12 et Vn € N, u, 1 = % et U1 = %

1. Montrer que (v, — tn)neN €St une suite géométrique.
2. Montrer que les suites (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes.

3. En considérant (¢, )nen définie par ¢, = 3u, + 8v,, calculer la limite des suites u et v.

VI Raisonnement par récurrence

a Récurrence simple

Proposition 15.PRINCIPE DE RECURRENCE

Soit P(n) une propriété qui dépendant d’un entier n et ng un entier fixé.
* Si P(ng) est vraie (initialisation)
* et si pour tout entier n > ng, P(n) = P(n+ 1) (hérédité).

alors P(n) est vraie pour tout entier n > ng.

On admet cette proposition qui reprend le principe des dominos. Si on fait tomber le premier domino et que,
deés qu'un domino tombe il entraine le suivant dans sa chute, alors tous les dominos vont tomber.
En langage mathématique, cela donne : imaginons avoir démontré P(0) et P(n) = P(n+1) pour tout n > 0.

hérédité,n=0

On a P(0) P(1), or P(0) est vraie (initialisation), donc P(1) est vraie.

hérédité,n=1

On a P(1)
On a P(2)

P(2), or P(1) est vraie (étape précédente), donc P(2) est vraie.

hérédité,n=2

P(3), or P(2) est vraie (étape précédente), donc P(3) est vraie. ..
Méthode. Rédiger une récurrence
En pratique :
1. on énonce clairement la propriété P(n) & prouver.
2. initialisation : on démontre l'assertion P(ng)

3. hérédité : on suppose que P(n) est vraie pour un entier n > ng, et on déduit de cette hypothese la
propriété au rang n+ 1 : P(n + 1).

4. conclusion : on conclut que la propriété est vraie pour tout entier n > nyg.
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Exemple 18. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 2" > n + 1.
Soit P(n): 2" = n+ 1.
Initialisation : pour n =0,ona2°=1>0+1=1
Hérédité : supposns que propriété P(n) soit vraie pour un certain entier fixé n, c’est & dire, 2" > n + 1 (c’est
I’hypothése de récurrence), montrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire 2"+ > (n + 1) + 1. En effet,
Men4l =2x2">2n+1)

= 2" > 2n +2

=2" > (n+1+1)+n

= 2""1 > (n+ 1+ 1) puisque n > 0
P(n) est vraie pour tout entier naturel n, soit

Donc P(n + 1) est vraie. On en conclu que la propriété

VvneN, 2" >n+1

b Récurrence double

s i Proposition 16. N

La démonstration par récurrence double (ou d’ordre 2) consiste & :
1. Vérifier que la propriété est vraie pour les deux premiers rangs ng et ng + 1.

2. Vérifier que si n > ng est un entier quelconque tel que la propriété est vraie aux rangs n et n+ 1 alors
elle est vraie au rang n + 2. Autrement dit, P(n) et P(n+ 1) = P(n + 2)

Alors la propriété est vraie pour tout n > ng.
\ J

Exemple 19. & On pose Fy = F1 =1 et pour n > 0, Fi,42 = F,, + F,,+1. Montrer que pour tout n € N, F,, > 0.

¢ Récurrence forte

- i Proposition 17. B

La démonstration par récurrence forte consiste a :
1. Vérifier que la propriété est vraie pour le premier rang ng

2. Vérifier que si n > ng est un entier quelconque tel que la propriété est vraie jusqu’au rang n (c’est-a-dire
que la propriété est vraie pour tout k € [ng;n]), alors elle est vraie au rang n + 1. Autrement dit,
P(no),P(no + 1), P(ng+2),---, P(n) = P(n+1). Alors la propriété est vraie pour tout n.

J

2
Exemple 20. ® On pose u1 =3 et pour n > 1, upy1 = —(ug +uz + -+ + up).
n

1. calculer us, us et uq4.

2. Montrer que pour tout n > 1, u, = 3n.
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