TD n°11 (corrigé) Séries réelles ECO1 LMA 2019/20

Exercice 11

2n 1 2n 1 1
1. On a pour tout n € N*, Sy, — 5, = Z E> Z 5 =3
k=n+1 k=n-+1 n

1
2. Supposons, par I'absurde, que la série Z — converge, c’est a dire que la suite des sommes partielles
n

(Sn)nen+ converge vers un réel.

1 1
On a, d’apres 1), pour tout n € N*| Sy, — S, > 3 Par passage a la limite on obtient 11111 Son —Sn = 3
n——+0o0o
qui est impossible car lim (S2, —S,) = lim S, — lim S, =0.
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o
2n
Donc la série "harmonique" — diverge.

Exercice 12

1
On considere la série g prr— et on note 5, la n-ieme somme partielle de cette série.
en + e~

1
1. Z ————— est une série a termes strictement positifs, donc sa suites de somme partielles est strictement

e +e
croissante.

2. OnaVk eN, e +e % > ek car e * > 0. Le passage par I'inverse donne
1 1 &
vk € N, m < e_k =€ .
k n k _
1 1 1 1—e (D
—k _ 2 : —
3. OnaVkZGN,m<€ _(g),doncvneN, Sngk_o(g) T e 1

- 1 . S 1" \
4. La série E prr— converge par comparaison avec la série géométrique E (E) . Par passage a la
—+o0 _
1 1—e (N+D) e
limite dans I'inégalité de la question 3) on a — < i = .
imi ns 'inégali question 3) on nE_Oe”—i—e—"\N—lgloo o1 -1

Pour aller plus loin

Exercice 13

Etudier suivant les valeurs du réel strictement positif c, la nature de la série de terme général u,, défini par

n
1
L un =) e
k=1
1 1 1 1 | S|
On a pour tout k € [1;n], = < < , soit <up <
’ (2n2)« (n2 4 n2)« = (n2 + k) = (n2)« ]; (2n2)e =S P (n2)e
Donc pour tout € N*, on a
1 1
gapza—1 N Un S TR

1
Or la série Z —5o—7 converge si, et seulement, si 2a—1 > 1, c’est a dire, o > 1. Il découle alors des théoremes
n

de comparaison que la série g u, converge si, et seulement si, a > 1.
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Exercice 14

Soient > uy, et Y v, deux séries & termes strictement positifs convergentes. Montrer que les suivantes sont aussi

convergentes
UnUp

Zmin(un, Un), Zmax(un, Un ), Z Vun vy, et Z _

Uy + U

On a pour tout (z, y) € (R%)?, min(z, y) < /2y < max(z, y) <z +y et x—f < z.
z+y

En effet, (min(z, ))? = min(z, y) x min(z, y) < 2y < (max(z, y))? = min(z, y) < /77 < max(z, y),
et comme max(z, y) = x ou max(x, y) = y, on a max(z, y) < z + y. Pour la deuxiéme inégalité, on a

Y <1l= -
r+y r+y r—+vy

En remplagant x et y par u,, et v, on a pour tout n € N :

<zrx1l=uw.

min(n, vn) < VUnUp < max(upn, Upn) < Uy + Up (1)
et Uy Uy _ (2)
—— <u

Comme Z Up+vy, et Z Up, il résultent de 1), 2) et du théoréme de comparaison que les séries > min(u,, vy,), > max(t,, vp ),
Uy Uy
Un+Un

convergent .

Exercice 15

Soit Y a, une série & termes strictement positifs convergente.

1. Montrons que pour tout entier n > 2 on a :

1-1 1
an < 2a, & an 2 2_n

En effet, on a :
1—1 —
an " <20, & an

1
n

Montrons que

an X 55 < an "< on—1
1
En effet, comme 1 — — >0, on a
n
1—= 1— n—1
1 -1 1 n 1 n 1\~ 1
wigedt<(z) o(z) =(3)" -
Donc
1 1-1 1
an<2—n<:>an " o1

1 _1 1 1
2. Supposons que a, > o on aurait, d’apres 1), a}l " < 2a, et en particulier a; * < max (Qan, W) .

‘ 1  danre 1-1 1
Supposons que a, < on’ on aurait d’apreés 1) a, ™ < o1

L 1-1 1
et en particulier a, ™ < max <2an, - >

_1 1
Dans tous les cas on a a,, * < max <2an, F) .

1

3. Les séries Y 2a, et > 1

1
convergent, donc Y max <2an, Jn=1 ) converge aussi (voir exercice 14).

1
2n—1

1-1 N N .
Comme pour tout n € N*, a, " < mazx <2an, >, on a d’apres le critéere de comparaison sur les

PRSI e -+
séries & termes positifs, > a, ™ converge.
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