emlyon 2019 - Correction

Exercice 1

Partie A : Des résultats préliminaires

1. (a) Fy est une fonction de répartition donc pour tout ¢ € [0,+oo[, 0 < Fy(t) < 1. Par ailleurs fy est une
densité donc pour tout ¢ € [0,+o00[, fy(t) > 0. Ainsi par produit,

vteo.tool, [0S FU(Of (D) < f(®)]:

(b) La fonction Fy f, est continue sur [0,+o0o[ (comme produit de Fy fonction de répartition d’une variable
aléatoire & densité, et de fy continue sur [0, +oo[ par hypothese), & valeurs positive sur [0, +oo[ d’apres
la question précédente. Enfin d’apres la question précédente, pour tout ¢t > 0, Fy(t)fy(t) < fu(t) et

+oo
/ fv(t) dt converge car fy est une densité. Ainsi par comparaison des intégrales de fonctions positives,
0

+oo
/ Fy(t)fy(t) dt converge |.
0

+oo

2. La fonction fy est une densité, donc / fv (t) dt converge et vaut 1. Par ailleurs fy est nulle sur | — oo, 0 par
o0

0 +oo
hypothese donc / fr(t)dt =0. Ainsi 1 = / fv(t)dt.
—o0 0

En utilisant cette information on peut écrire, par linéarité de I'intégrale :

+oo +oo +o0o
PU>V) = 1-PU<V)=1- [ ROf@d= [ fod- [ Foiod
0 0 0
—+oo +oo
= / (fv(t) = Fu(t)fv(t) dt = / fv(t)(1 = Fy(t)) dt|.
0 0
3. (a) D’apres le cours, pour tout ¢ € [0, +o0],
Fy(t)=1—eM et fv(t) = pe .
(b) D’apres la question 2 :
+o0 +oo
PU>V) = / (1= Fy(t) fv(t)dt = / e Mue Mt dt
0 0
+o0o —(Ap)tq A
_ —Fw)t g 1 _ €
T
o~ (A+m)A 1
= 1. -
A—1>r-§r-loou< A+ +/\+u)
N
A

car A+ >0 donc lim e~ WA =0,
A—+oo



Partie B : Une application

n

4. (a) Soit t € [0,400[. On a [M,, > t] = ﬂ[Ti > t], donc par indépendance de T, ..., T, , puis en utilisant le

5.

i=1
fait que T4, ..., T, suivent la méme loi E(N\),

P(M,>t) = HP(Ti>t)=f[(1—FTi(t>) = (1-Fr,(1)"

(b) D’apres la question précédente, pour tout ¢t > 0,

Fyy=1—P(M, >t)=1—e ",

Par ailleurs pour tout i € [1,n], T;(Q) = RT donc M,(Q2) = R™, par conséquent pour tout ¢ < 0,
Fy (t)=0.

Finalement on a montré :

0 si t<0,

Vt € R, FMn(t):{ l—e ™t g t>0.

On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre nA, donc| M, < E(nA) |.

(a) [N =1] = [T1 < Tp) par définition de N .

D’aprés le résultat admis a la Partie A, puisque Ty et T sont & densité et admettent une densité nulle sur

]—00,0[7
—+oo +oo
P(N=1) = P(T) gTO):/ Fr, () fr, (t) dt:/ (1—e Mre Mdt
0 0
+o0 -\t —2Xt 4 A
_ —At__—2Xt _ . _ € €
—A/O (M —eat=a lm [~ S+
1 1 1
=53]
car A\>0donc lim e M= lim e 2M=0.

A—+oco A—+oo

(b) Soit n € N*. [N > n]U[N = 0] est ’événement ”le plus petit indice k € N* tel que T}, < Tp, s'il existe, est

strictement supérieur & n”, c’est-a-dire "pour tout i € [1,n], T; > Tp”, c’est-a-dire [M,, > Tp]. On a donc
[N >n]U[N =0] = [M, >Ty]|.

Les variables aléatoires M,, et Ty étant & densité et admettant une densité nulle sur | — co,0[, on peut
appliquer le résultat de la question 2) :

+o0 too
P(IN>n]JU[N=0]) = P(M,>Ty) = / (1= Fu, (t)) fr, () dt = / e MM e M dt
0 0
+oo —(n+1)At4 A

- / Ae~ (DM gy — i {f 67}

0 A—+o0 n+1 Jo
B 1
T ln+1)

car (n 4+ 1)A > 0 donc lim e~ ("D =,
A—+oo

(c) Soit n > 2 un entier. On a [N =n] = ([N >n—1JU[N =0]) \ ([N > n]U[N = 0]) donc P(N = n) =

P([N >n—1JU[N =0]) = P([N > n]U[N =0]), par conséquent d’apres la question précédente (on a bien
n—1eN*):

11 [
“n on+1l |nm+1)|




“+oo
(d) On a N(©2) = N donc on sait que Z P(N=n)=1,dou
n=0
+o0 oo
P(N=0) = 1-Y P(N=n)=1-P(N=1)-)» P(N=n)
n=1 n=2
+oo

1 1 1
2_§(n_n+l)'

Or pour tout entier M > 2, al’aide d’un changement d’indice puis en reconnaissant une somme télescopique :

HTRERI S
r N n—+1 =n 712271—1—1
_oyloyin
o =n 2 M+1
_) 1
Motoo 2

+oo
1 1 1
td (=- )=5-
€ OHCHZ::2 n ’[’L—|—1 2

Finalement, | P(N = 0) =

6. N admet une espérance si et seulement si la série g nP(N = n) converge absolument, si et seulement si
n>0

1 1 1 1 1
Zni converge absolument, or pour tout n > 2, —— > 0 et ~ —, et la série Z — est
= nn+1) n+1 n+1 400 n n

n>2
une série de Riemann divergente, donc par comparaison des séries a termes positifs E —— diverge. Ainsi

n>2

‘ N n’admet pas d’espérance |.

Exercice 2

Partie A : Premier exemple

1
1. A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres se lisent sur sa diagonale, ainsi | Sp(A4) = {57 1, 2}

A est une matrice carrée d’ordre 3 admettant trois valeurs propres distinctes, donc ‘ A est diagonalisable ‘

Enfin 0 n’est pas valeur propre de A donc | A est inversible ‘

T
2. On cherche les sous-espaces propres de A. Soit X = |y | € M31(R).
z

1 x/2—y+2=0,
X € Byja(d) (A—ilg)X:O@ 0=0,

32/2=0
_ 2y

— {ny, — X=|vy |, yeR.
z=0. 0

2
Ainsi EI/Q(A):VeCt[ 1 } .
0




X € Ei(A) (A—13>X:0<:> —y/2=0,
z=0
0 X
— {y <= X=10], z€eR
z=0. 0

Ainsi El(A):Vect[ (1) } .
0

—x—y+z=0,
X € By(A) = (A - 2[3>X —0 = { —3y/2=0,
0=0
z=z a:
<:>{’<:>X:0,xeR
y=0.
x
1
Ainsi | Eo(A) = Vect[ 0 }
1
1/2 0 0 2 11
Finalement on a A= PDP lavec|D=| 0 1 0] |et|P=]1 0 0
0 0 2 0 0 1
La matrice D est diagonale de coeflicients diagonaux tous non-nuls, elle est donc inversible et son inverse est la
2 0 0
matrice diagonale constituée des inverses des coefficients diagonaux de D :|D~'= (0 1 0
0 0 1/2

3. Le calcul donne | Q2 = Iy | et|QDQ = D' |.

4. Remarquons d’abord que d’apres la question précédente, Q.Q = I3, c’est-a-dire que @ est inversible et Q= = Q.
Par ailleurs A = PDP~! donc A~™! = (PDP~')~1 = PD7'P~! Jor D~! = QDQ d’apres la question précédente,
donc

Al = PQDQP ! = PQDQ P L.
Enfin D = P~'AP donc
ATt = PQ(P'AP)Q ' PT = PQPTTAPQ I PT = (PQPTHA(PQPTH) L.

Ainsi si 'on note R = PQP~!,ona A~! = RAR™!, c’est-a-dire que ‘ A et A~! sont semblables ‘

Partie B : Deuxieme exemple

1 0 O
5. Ona f(1,0,0) = (1,0,0), f(0,1,0) = (0,0,1) et f(0,0,1) = (0,—-1,2) donc | M = [0 0 -1
01 2
1 0 O
M est inversible si et seulement si (Ls <> L3) [0 1 2 | est inversible, ce qui est le cas puisqu’il s’agit d’une
0 0 -1
matrice triangulaire de coeflicients diagonaux tous non-nuls. Ainsi ‘ M est inversible |.
x
6. (a) Soit X = |y | € M3 1(R). On résout le systeme linéaire (M — I3)X =0 :
z
0=0, T
M-1I)X =0 < —y—2=0, <= z2=—y = X=[9y |, (x,9) €R%
y+z=0. -y



Ce systéme posseéde au moins une solution non-nulle donc 1 est valeur propre de M. De plus Ey(M) =

1 0
Vect[ 0], 1 }
0 -1

Finalement puisque M représente f dans la base canonique de R?, |1 est valeur propre de f ‘ et

’ Ei(f) = Vect(uy,us) ‘ Les vecteurs u; et us étant non-colinéaires, ils forment bien une base de Eq(f).

(b) On cherche ug sous la forme us = (z,y, 2) .

x 0 0=0,
flus) —us=uy < (M-I |y|=|1] <  —y—2=1,
z -1 y+2z=—1.
= z=-y-—1.
Ainsi on peut par exemple choisir x =0,y =0, z = —1 et‘ugz(0,0,—l) convient ‘

(c) Soit (a,b,c) € R? tel que auy + bug + cuz = (0,0,0) . Alors

a+0b+0.c=0,

0.a+b+0.c=0,

0a—b—c=0,
d’ott a = b=c¢=0. Ainsi la famille (uy,usz,us3) est libre. De plus elle est constituée de trois vecteurs dans
R3, ‘c’est donc une base de R? ‘

7. (a) On a montré précédemment que (uy,us) est une base de E1(f), donc f(u1) = uy et f(uz) = uz. Enfin
on a choisi us tel que f(usg) — us = uq, c’est-a-dire f(us) = us + ug. Ainsi la matrice de f dans la base

1 0 0
(uy,ug,uz)est | My =(0 1 1
0 0 1
Déterminons maintenant Ms : on a f(uy) = uy, f(—ug) = —f(uz) = —us par linéarité de f et
1 0 O
flug) = —(—uz) +ug,donc| My =0 1 -1
0 0 1

(b) M;j et Mj représentent le méme endomorphisme f dans deux bases différentes, | elles sont donc semblables
(en effet si on note T' la matrice de passage de By & By alors My = T~ M;T d’apreés la formule de changement
de base).

Le calcul donne .

8. On vient de montrer que M7 My = I3, de plus M7 est une matrice carrée, donc M; est inversible et Mfl = M>.
M et My représentent le méme endomorphisme f donc M et M, sont semblables. Par ailleurs M~! et M, 1
représentent le méme endomorphisme f~! donc M~ et M; ' sont semblables. Autrement dit M~' et M, sont
semblables puisque M, Y= M,

Finalement on a montré que M et M ! sont toutes deux semblables & la méme matrice M» . Ainsi par transitivité
M et M~ sont semblables |.

Partie C : Troisieme exemple

9. T est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux tous non-nuls, donc | T" est inversible |.
Montrons par ’absurde que T n’est pas diagonalisable. Supposons T diagonalisable. T' étant triangulaire, ses
valeurs propres se lisent sur sa diagonale, donc 1 est 'unique valeur propre de T'. Ainsi puisque T est dia-

100
gonalisable, il existe une matrice inversible P telle que T = PDP~', ou D = [0 1 0| = I3. Ainsi
0 0 1

T = PI3P~!' = PP~ = I3, ce qui contredit la définition de T'.
Ainsi ‘T n’est pas diagonalisable ‘

10. (a) Le calcul donne . Ainsi,

(13+N)(13—N+N2):13—N+N2+N—N2+N3:13+N3:.




(b) On vient de montrer que (I3+N)(I3—N+N?) = I3, de plus I3+ N est une matrice carrée, donc I3+ N =T
est inversible et ’Tfl =I;— N+ N? ‘

11. (a) On vérifie par le calcul que N2 # 03, donc g2 n’est pas I’endomorphisme nul, donc il existe u € R? tel que
g*(u) # 0. En revanche N = 03 donc g® est ’'endomorphisme nul, en particulier | g3(u) = 0.

(b) Soit (a,b,c) € R? tel que ag?(u) + bg(u) + cu = 0. Alors en appliquant g2 et par linéarité de g, on obtient
ag*(u) + bg?(u) + cg®(u) = ¢g*(0) = 0, autrement dit puisque g>(u) = g*(u) =0 : cg?(u) = 0. Or g*(u) # 0
donc c=0.

L’équation initiale se récrit donc : ag®(u) + bg(u) = 0. En appliquant g qui est linéaire, on obtient alors :
ag®(u) + bg?(u) = 0, c’est-a-dire bg?(u) =0, or g?(u) # 0, donc b= 0.
Finalement il reste ag?(u) =0, d’ott a = 0. On a donc montré que a =b = c = 0, et donc la famille Bs est

libre. 11 s’agit par ailleurs d’une famille de trois vecteurs de R?, ainsi ’ Bs est une base de R? |.

(c) On a g(g?(u)) = ¢3(u) =0, g(g(u)) = g*(u), et g(u) = g(u) donc la matrice de g dans la base Bj est :

010
My={0 0 1
00 0

01 0
(d) Le calcul donne [ N2~ N= [0 0 1| =M;]|.
0 00

Or M;5 et N sont semblables car elles représentent le méme endomorphisme g dans des bases différentes.
Ainsi ‘ N? — N et N sont semblables ‘

12. D’apres la question précédente il existe une matrice U inversible telle que N = U~1(N? — N)U . En remarquant
que Is = U~'U, on peut alors écrire

T=L+N=U'U+UN*~-N)U=U I3+ N*-N)U.

Or d’apres la question 10b), T-! = I3+ N?—N ,donc T = U 'T~1U | autrement dit ‘ T et T~ sont semblables |.

Exercice 3

Partie A : Etude d’une fonction d’une variable
1. f est dérivable sur |0, +o00[ comme somme de fonctions usuelles dérivables et pour tout ¢ > 0,
l 1 2
f(t):l—t—2>0 = tt>1 = t>1

cart > 0.
Ainsi ‘ f est strictement décroissante sur |0, 1] et strictement croissante sur [1, 4+o00[ ‘

On a| lim f(t)=+oco|,et| lim f(t)=+o0].
t—0+t

t——+o0

2. D’apres la question précédente, f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur [1,4o0[. D’apres le
f réalise donc une bijection‘de [1, 400 sur f([1, +o0[) = [f(l),t liin f@)[=[2,+oo[.
—+o00

théoreme de la bijection,

3. (a) g posseéde les mémes variations que f, donc ‘ g est strictement croissante sur [2, 400 ‘

(b) f est dérivable sur [1,+oo] et sa dérivée ne s’annule par sur [1,+oo[, donc ‘g est dérivable sur [2, +oo] ‘

(c) Soient y € [2,400[ et t €]0, +o0].
1
y=f(t) < y=t+s < ty=t>+1 < > —ty+1=0.

Le discriminant de I’équation polyomiale obtenue est A = 32 —4 > 0 car y > 2. Ainsi

y-—vy -4 Yty —d
5 .

y=f(t) = t= 5



Les deux solutions obtenues sont bien strictement positives. g(y) est égal & I'unique solution ¢ > 1 de

y=f(t),or
Y24

>1
9 - 1,

N <

ainsi :

Partie B : Etude d’une fonction de deux variables

4.

5.

6.

7.

On utilise la formule de dérivation d’un produit :

ahay) = (- 0+ + (24 5).1)(1+y)

X

De méme,

Oh(z,y) = (1 +x)( - yiQ(l +y)+ (% + 5)1)

= (1+z)(f%+i> .

Soit (z,y) € U. (x,y) est un point critique de h si et seulement si

1 1 1 1
——+-)(1 =0 ——+-=0
{c’hh(xvy):(), ( x2+y)( +9) ’ x2+%/ ’
62h(f)37y):0, (1+£C)(—i2+1) :O’ (14+x#0, 1+y#0) _iQ 7:0’
T y T

_ 2
{y—wf
T =y".

On a

{y 2, {y v, {y
x=1y°. =y, .

Ainsi ‘ h admet pour unique point critique le point (1,1) ‘

(a) Pour tout (z,y) € U,

h(z,y)

1 1 1 Y 1 =
(7+7)(1+x+y+xy):—+1+—+y+7+7+1+x

1 1 =z vy
24+ —+y+-—-+-—+=
T Yy oy oz

= |2+ s@ s+ 1(5) |

(b) On a h(1,1) =2 x 2 x 2 =28, donc d’apres l'identité de la question précédente, pour tout (z,y) € U,

x
. y) = h(1,1) = f() + fl) + £() = 6.
Or on a montré dans la Partie A que f est décroissante sur ]0,1] et croissante sur [1,+oo[, ainsi f admet
un minimum global en 1, c’est-a-dire que pour tout ¢t > 0, f(¢) > f(1) = 2. Ainsi,
h(z,y) —h(1,1) >24+242-6=0.

On a donc montré que pour tout (z,y) € U, h(z,y) > h(1,1).

Autrement dit | h admet un minimum global sur U en (1, 1) ‘




Partie C : Etude d’une suite

8.

10.

11.

On procede par récurrence sur n € N* :

e pour n = 1, uy est bien défini d’apres ’énoncé et uy =1 > 1.

e supposons u, bien défini et u, > 1 pour un

certain n € N*.

Onan>1etu, >1doncnu, >1et f est bien défini sur [1,+oo[, donc f(nu,) est bien défini, par conséquent

1
Upil = Ef(nun) est bien défini.

5 = 0 donc
n2u,,

Par ailleurs

Un+1

= Up + p) =
n2u,

> U, > 1

par hypothese de récurrence. La propriété est donc démontrée au rang n + 1.
e Finalement on a montré par récurrence que pour tout n € N* | | u,, existe et u,, > 1.

function u = suite(n)
u =1
for k = 2:n
u=1u+ 1/((k-1)"2%u)
end
endfunction

1

(a) Pour tout n € N*, v, = > 0 car u, > 0. Par ailleurs, u,, > 1 d’aprés la question 8), donc

n2u,
1 1

Uy = —.
n2u, — n2
Finalement on a bien

Vn € N* |

1
n

1 1
(b) Pour tout n € N* onawv, >0et v, < —,or Z — est une série de Riemann convergente, donc par

comparaison des séries a termes positifs,

n>1
(¢) Soit n > 2 un entier.
n—1 n—1
dove = D (-
k=1 k=1

n2

n2’
n>1

E VU converge |.

n—1
5 I i
k=1 k=1

n—1

n n—1
= D w— ) ue=up—ur=|un — 1],
k=2 k=1

ou l'on a effectué un changement d’indice et reconnu une somme télescopique.

n—1

On a ainsi u, =1+ E v , or la série E v, converge donc la suite de ses sommes partielles converge, par
k=1 n>2

conséquent ‘ (Un)nen+ converge ‘ vers un réel £.

1 .
— est décroissante sur

(a) Soit k > 2 un entier. La fonction ¢t +— 2
1
2 > =R Ainsi par croissance de l'intégrale,

[k — 1,k], donc pour tout ¢ € [k — 1,k],

i

k k
1 1
1t k-1 k

k2

1




(b) Soient n et p des entiers tels que 2 < p < n. A laide d’'un changement d’indice et en reconnaissant une
somme télescopique :

n—1 n—1 n—1 n n—1
E Vg = E Uk+1 — E Up = E U — E Uk
k=p k=p k=p k=p+1 k=p

= |Up — Up|.

D’autre part en combinant les inégalités des questions 10a) et 11a), pour tout entier k > 2,

n—1 n—1 k 1
0<ka§2/ S,
k=p k=p k-1
autrement dit
n—1 1
Ogun—upg/ t—2dt7
p—1

ou 'on a utilisé la relation de Chasles dans le membre de droite de ’encadrement.

(¢) En particulier pour p = 2 et n > 3, ’encadrement précédent donne :

0< </n11dt—[ l}nfl— L 1<
=t T2 = L2 tlh n-1 -
ainsi
lug < up < 1+ug.
1
Par définition on a us = u3 + —— = 2, donc on a u, € [2, 3], ceci pour tout n > 3. Par passage & la limite

1.U1

quand n — +oo, on en déduit | £ € [2,3]|.

(d) Soit p > 2 fixé et m > p un entier. On reprend I’encadrement de la question 11b) :

’I’L*ll
Ogun—upgf —dt.
P t?

On a par ailleurs

ainsi

Finalement en faisant tendre n vers +oo, on obtient

1
</{- — .
0< up*p—l

(e) Si on choisit p tel que < 1074, c’est-a-dire p > 10001, alors d’apres ’encadrement de la question

précédente, 0 < £ — u, < 1074 et u,, constitue une valeur approchée de ¢ a 104 pres.
Ainsi la fonction suivante convient :
function u = approx()
u = suite(10001)
endfunction



Variante sans calculer explicitement le rang p a partir duquel u, constitue une bonne approximation de £ :

function u = approx()
u=2
p=2
while 1/(p-1) >= 0.0001
u=u+ 1/(p~2%u)
p = p*l
end
endfunction

10



