Cours de mathématiques ECG1 LMA 2022/23

CHAPITRE 2 : SOMMES DOUBLES, PRODUITS, COEFFICIENTS BINOMIAUX
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I. Sommes doubles

1) Somme double a indices indépendants

Définition. Sil’ensemble d’indexation décrivant une somme apparait comme étant constitué de couples, on
dit que cette somme est une somme double.

Exemple 1.
Z a;, j=0a1,3+0a1,4+az 3+az 4

1<i<2
3<ji<4

qui peut s’écrire aussi
E Qi j =01, 3+ a2 3+ a1, 4+ az, 4.

1<i<2
3<5<4

La premieére égalité de cet exemple s’écrit

IEEED SN D3

1<iS2 1<i<2 \3<j<4
3<;<4 X SYAS

et la seconde

doag= ) | 2

1sice 3<i<a \1<i<2

Pus généralement on a :

| o
- | Proposition 1. ~N

Soient deux entiers m et n tels que m > n. On a :

IETED ol 3 D 3N Doy

1gigm 1<i<m \1<j<n 1<i<n \1<i<m
1Sisn

Notation. Si m =n, la somme E a;, ; est souvent notée E ai, ;.

1<i<m 1<, j<n
1<5<n

Exemple 2. On a

Plus généralement
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| onq
e | Proposition 2. ~
Soient m,n € N* ay,--- ,am, b1, - ,a, des nombres réels. On a :
E aibj = E a; E bj
1Sism 1<i<m 1<j<n
N\ J

2) Somme double a indices dépendants

Exemple 3. & La somme 12 + 1,3 + 1,4 + 22,3 + 224 + 23 4 se note g Ti .
1<i<j<4

La somme Z1,1 + x1,2 + x1,3 + x1,4 + x22 + x2,3 + x2.4 + x3,3 + x3,4 + T4,4 S€ note E Xi,j-

14
e Proposition 3.INTERVERSION DE SOMMES A INDICES DEPENDANTS B
n n n j
TS WL DI
1<i<i<n i=1 j=i j=1i=1
n—1 n n j—1
ETEDSD IEIED B BT
1<i<j<n i=1 j=i+1 j=2 i=1
& J

i Proposition 4.

Quels que soient les n réels, x1, ..., x,, avec n élément de N*, on a :
n 2 n
g T = E x% + 2 g BBy,
k=1 k=1 1<i<j<n

II. Produit , factorielle, coefficients binomiaux

1) Produit de nombres réels
Notation. Soient les nombres ay, ..., ay,.

n
Le produit ag X a1 X --- X a, se note H ak, H aj ou encore H ag.
k=0 0<k<n ke[1;n]
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- i Proposition 5. ~
Soient n € N* et ay,---, an, by---, b, des nombres réels.
n
1. Va € R, Ha:a".
k=1
n m n
2. Vm € [[1;n]],Hak= (Hak> < H ak> i
k=1 k=1 k=m+1
n n
k:l k=1
n
e
4. Si aucun des by n’est nul, on a H (b ) = kil .
k
k=1 H bi
k=1
N\ J

1
Exemple 4. & Calculer le produit H ! +

2) Factorielle

Définition. Pour tout entier n > 1, on définit le nombre factorielle n par la formule :

n
:Hk:1><2><~~~><n
k=1
Par convention, on pose aussi 0! = 1.

2)!
Exemple 5. & Calculer n! pour n € [0;6]. Simplifier M pour tout n € N.
n

3) Coefficients binomiaux

n
Définition. Pour tous entiers naturels n et p, on définit le coefficient binomial < > , qui représente le nombre
D

de facons de choisir p objets parmi n, par :

n n! . .
P ZWSITL}[)G‘EOSIHOH

n
On utilise parfois la notation C¥ = ( )
p

Exemple 6. & soit n € N. Calculer " , " , ™). Soit p € [0;n], montrer que " —(").
0 1 n n—p p

i Proposition 6. TRIANGLE DE PASCAL

1
Soient deux entiers naturels p < n. Alors : (n + > = (n) + < " )
p+1 P p+1

Démonstration. & Partir du membre de droite et réduire au méme dénominateur. O

Exemple 7. & Montrer par récurrence qu’il y a (Z) facons de choisir p objets parmi n.
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Exemple 8. ® Coefficients binomiaux pour 0 < p<n <6:

m\p|0[1]2]3[4]5]6
0 |1
i () G
2 |1 1 p p+1

on utilise la proposition [6] : Il

3 11313|1
1 <n + 1)
5 p+1
6

Proposition 7. BINOME DE NEWTON

Pour tout n € N, pour tous a,b € R, on a : (a+b)" = Z (n) aPb" P,
p
p=0

Démonstration. & Procéder par récurrence sur n. (I

n
Exemple 9. Soit z réel, développer : (1 + x)*. Calculer, pour tout entier naturel n, Z (n)
p
p=0
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