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I. Ensembles de nombres

1. Nombres entiers naturels

L’ensemble des entiers naturels, noté N = {0;1;2; 3;4;...}. C’est Pensemble des nombres positifs qui permettent
de compter une collection d’objets.

On note N* ou N — {0} P’ensemble des entiers naturels non nuls.

Exemple 1.

3
245 € N; —5¢N; 2% e N; 3¢N; 0€eN; 0¢ N*

2. Nombres entiers relatifs

L’ensemble des nombres entiers relatifs est Z = {...; —2;—1;0;1;2;3;...}. Il est composé des nombres entiers
naturels et de leurs opposés.

En particulier, ensemble N est contenu (ou inclus) dans Z, ce que 'on note « N C Z ».

3. Nombres décimaux

n
L’ensemble des nombres décimaux est D = {1—0k oun€Zetkc N}. Ce sont les nombres dont D’écriture

décimale n’a quun nombre fini de chiffres apres la virgule.

3€D; 3,1416 e D; ¢ D.

1
Exemple 2. —13€D; 0,3333 € D; 3 ¢D; 1

4. Nombres rationnels

L’ensemble des nombres rationnels est Q = {% ona€cZ, be Z*}.

C’est ’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme le quotient d’un entier par un entier non nul.

22

1
Exemple 3. —13 € Q; 0,5€Q; —§€Q; 76@; V2¢Q; T ¢ Q.

5. Nombres réels

Des antiquité, on avait découvert 'insuffisance des nombres rationnels.

Par exemple, il n’existe pas de rationnel z tel que 22 = 2 on dit que v/2 est un irrationnel.

L’ensemble de tous les nombres rationnels et irrationnels est I’ensemble des nombres réels noté R
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6. Intervalles-intervalles d’entiers
Intervalles

Soient a < b deux nombres réels :

L last] .
L’ensemble des réels z tels que a < x < b est Uintervalle [a; b a Jb

. Ja; b ¢
L’ensemble des réels = tels que a < x < b est U'intervalle ]a; b] a b

g [a; b ¢
L’ensemble des réels = tels que a < x < b est Uintervalle [a; b] a b

. Ja; b] ,
L’ensemble des réels z tels que a < & < b est Pintervalle ]a; 0] a b

o+l
L’ensemble des réels z tels que a < x est 'intervalle [a; +00] a

. Ja; +o0]
L’ensemble des réels z tels que a < x est I'intervalle |a; +00] 2

] = o0; 0]
L’ensemble des réels x tels que 2 < b est 'intervalle | — oco; b | :

— o003 b

IS SIS

L’ensemble des réels z tels que = < b est Pintervalle | — oo; b[

Intervalles d’entiers

Soient p < ¢ deux entiers relatifs : ’ensemble des nombres entiers n tels que p < n < ¢ est noté [p;q].

Il. Calcul Algébrique

1. Fractions
On rappelle qu’une fraction n’est définie que lorsque son dénominateur est non nul.

Propriétés. Soient a, b, c¢ et d des nombres réels, non nuls si nécessaire. on a :
a ¢ ad+bc

1. —

b d bd
2 ><E ac

. a d d

a C ac
S A
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5. Pour tout nombre réel non nul k&, Z_k = %.

a :

6. Pour tout nombre réel non nul &, bk

Ny

a
-

N

Il en découle :

Propriétés. Soient a, b, et c trois nombres réels, non nuls si nécessaire. on a :

@
b

1. & =—
c be
a ac
c

Exemple 4. Calculer et mettre sous forme irréductible les expression suivantes :

3\4 5
Réponse

7Tx2 14 5 5

2 9 2 18

C = —-X-—-X—

3 3 5

2 %X-?) 2 Zx6
B ,?_{XZ><27§X 5
_ s_12
3w 12x02
) 10
10

2. Puissances

Définition. Soient a un nombre réel non nul et n un nombre entier naturel non nul. On pose :

1. a® = a x --- X a. En particulier a! = a.
—_———

n fois

Par convention on pose a® = 1

Propriétés. Soient a, b deux nombres réels non nuls et m, et n deux entiers relatifs. On a :

1. a™ x a® = g™,

2. —=a
a

3. (a™)™ = (a™™).

4. a™ x b = (a x b)"™.
o

5 5 =(3)

Exemple 5. Simplifier :
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2—5

1. A=——— .

10-7 x 38
0 B 2715 % (=3)7 x 15730 x 143

T 6-17 x 213
Réponse
25 25

1. A= = =22 x 378 x5".

@2x5)Tx3 27x57xg - 0~
0 B 2715 % (=3)"x 3x5)30x (2x7)3 _ 2715 % (=3)" x 3730 x 5730 x 23 x 73 95y 379 5 530

(2x3)717"x(3xT)3

3. Ildentités remarquables

2-17 % 3-17 % 33 x 73

Propriétés. Soient a et b deux nombres réels. On a :

En degré 2
1. (a+0b)? = a® + 2ab + b2.
2. (a—0b)?=a?—2ab+ b
3. (a+b)(a—>b)=a?—b

En degré 3
1. (a+b)® = a3+ 3a®b + 3ab? + b3.
2. (a—b)®=a>— 3a%b + 3ab? — b3.
3. (a—b)(a® +ab+b?) = a3 — b3.

Exemple 6. Développer et réduire les expressions suivantes :

1. A= (4z +5)%
2. B=(2z—3)(2z + 3).
3. C=(3z+4)—(1-22)?

1. A=162%+ 40z + 25
2. B=4z%-0.

Réponse

3. C =272% +1082% + 144z + 64 — (1 — 62 + 122% — 823) = 3523 + 9622 + 150z + 63.

Exemple 7. Factoriser les expressions suivantes :

1. A=2z2%—4.
2. B=(2z+3) — (3 — 4)2.
3. C =22 — 10z + 25.

(x —2)(z +2).

1. A
2. B
3. C=(x—5)2

Réponse

(2r+3—-(3x—4))2x+3+ Bz —4)) = (—z+T7)(bx —1).
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4. Racine carrée d’un nombre réel positif

Définition. Soit a un nombre positif. La racine carrée de a est 'unique nombre positif noté /a tel que :

Vi =a.

Propriétés. Soient a et b deux nombres réels positifs non nuls si nécessaire. On a :
1. vax vb=+a xb.
Vva  [a

. % =3

Exemple 8. Simplifier :
1. A= (V/5+2)2
2. B=+6x 21 x V/14.
3. C=v5+2V6.

2

Réponse
1. A=9+4V5.
2. B=y6x2IX14=y/3Xx2X3XTX2XT=1/(2x3x7)2=2x3x7=42.

w

L C2=5+26=VZ +2VZx VB+ V3 = (VZ+B)2.
Donc C =2+ 3

Méthode.

Pour simplifier une fraction de la forme ol a et b sont deux nombres réels, on multiplie le numérateur

1
a++vb
et le dénominateur par la quantité conjuguée de a + Vb, cest a dire, a — Vb :

1 _ a— \/1_7
a+vb  (a+Vb)(a— V)

a— b

a?—b

Exemple 9. & Simplifier :

1
1. D= — .
V241
1 1 1 1
2.

E =
\/§+1+\/§+\/§+2+\/§+¢5+2
I1l. Fonctions affines

Définition. On appelle fonction afine toute fonction f, définie pour tout réel z, par f(x) = ax+bou a, et b
sont deux nombres réels.

1. Tableau de signes

flz)=az+b signe de —a 0 signe de a
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2. Variations

Propriétés. Soit f =+ ax + b une fonction affine, on a :
1. f est strictement croissante si a > 0.
2. f est strictement décroissante si a < 0.

3. f est constante si a = 0.

3. Courbe représentative

Soit a et b deux réels.

La courbe représentative de la fonction affine f définie sur R par f(z) = ax + b est la droite D d’équation
y =ax +b.

a<0 a=0 a>0

1<\ 1+ 14 /
o 1 N o 1 x o/i/b T
T a T a
D

Exemple 10. & Tracer la courbe représentative de f lorsque :

1. f(x) =2.
2. f(x):;x—&
3. f(x):f%erg.

IV. Polynémes du second degré

Définition. On appelle polynéme du second degtré ou trinéme toute fonction P, définie pour tout réel z,
par P(z) = ax® + bx + c ol a, b et c sont trois nombres réels avec a # 0.

1. Forme canonique

Propriétés. Toute fonction polyndome f de degré 2 définie sur R par f(z) = az? + bz + ¢ avec a # 0, peut
s’écrire sous la forme :

f(@)=alz—a)*+ 8 avec a:fQ—ba et B = f(a).

Exemple 11. & Ecrire sous forme canonique :
1. f(z) =222 +2+1.
2. g(x) = 32% + 4z — 5.

2. Tableau de variations

Soit f une fonction polynome de degré 2 définie sur R par f(z) = axz? + bz + ¢ avec a # 0.

Les variations de f sont données par les tableaux suivants :
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a<0 a>0
T |=© b +00 T |—00 b +00
2a 2a
f(=25) \
7 / \ I /
f(=2)

3. courbe représentative

Dans un repére orthogonal (O;f, ;) du plan, la courbe représentative d’une fonction polynéme f de degré 2

définie sur R par f(z) = ax? + bx + c avec a # 0 est une parabole. Le sommet S de la parabole a pour abscisse

a=-—o. Il correspond au maximum ou au minimum sur R de la fonction f.
a
a<0
y |
\
b 'S

/(-£)
\
\
\
2 I
J !
=

% % | _i v

| 2a

\
\
\
\
\

La parabole est tournée vers le bas

4. Equation du second degré

La parabole est tournée vers le haut

Propriétés. Soit S ’ensemble des solutions dans R de I’équation du second degré az® +bxr+c=0oua, b et
c sont des réels fixés avec a # 0 et A = b? — 4ac le discriminant du trinéme.

* Si A < 0 alors I’équation n’a pas de solution; S = 0.

b
* Si A = 0 alors I’équation a une seule solution; S = {——}

* Si A > 0 alors ’équation a deux solutions; S = {

Résoudre dans R 1’équation 622 — 3 = Tz

2a

Réponse

2a

—b— VA —b+x/Z}

2a

Pour tout réel z, 622 — 3 = Tx < 622 — 7Tz — 3 = 0. Il s’agit de résoudre une équation du second degré avec

a=6,b=—-Tetc=-3

Le discriminant du trindme est A = b2 — 4ac soit A = (=7)> —4 x 6 x (=3) = 49 + 72 = 121.

Comme A > 0, ’équation admet deux solutions :

—b— VA

xr1 =
2a

Soit

page 8

I =

711 1

12 3




Cours de mathématiques ECO1 LMA 2016/17

-b+ VA .
= — Soit To
2a 12 2

CT+11 3

]

1
L’ensemble des solutions de I’équation 622 — 3 = 7z est S = {g, ;}

Remarque . Les solutions éventuelles de ’équation ax? 4 bz 4 ¢ = 0 sont aussi appelées les racines du trindme
2
ax® + bxr + c.

5. Factorisation
Factorisation du trinéme az? + bx + ¢ avec a # 0 :

* Si A < 0 alors le trindme ne se factorise pas.
* Si A =0 en notant 2o I'unique racine : f(z) = a(z — 0)°.

* Si A > 0 en notant x; et 2 les deux racines : f(z) = a(x — z1) (x — x2).

6. Signe du trindme

Propriétés. Soit f un polynome du second degré défini sur R par f(z) = ax?+bx+caveca # 0 et A = b?—4dac
le discriminant du trinéme.

* Si A < 0 alors pour tout réel z, f(z) est du signe de a.

b
* Si A =0 alors f(z) est du signe de a pour tout réel = # ~%q"
a
* Si A >0, 21 et xo désignant les deux racines du trinéme avec 21 < 2 alors f(z) est du signe de a pour
tout réel x € ]—o0; 21| U Jag;+oo] et f(x) est du signe contraire de celui de a pour tout réel x € |z1; 2.

T —00 T x2 +00

Signe du trinéme

az? + bz +c

signe(a) 0 —signe(a) 0 signe(a)

Remarque . On retiendra la regle « Un polynéme du second degré est du signe de a a 'extérieur des racines
et du signe contraire de a entre les racines.

2
Exemple 12. Résoudre I'inéquation —% —x+3<0.

Réponse

2
, 1
Etudions le signe du trinome f% —z+3aveca = T b=—-letc=3

1
Le discriminant du trindme est A = b% — 4ac soit A = (=1)> —4 x (_Z) x3=14+3=4.
Comme A > 0, le trinéme admet deux racines :

—b— VA . 1-2

xlzT Soit xl:j:2
2
-b A 14+2
(Egzi Soit $2:L:—6
2a 71
2

Un polynoéme du second degré est du signe de a a 'extérieur des racines et du signe contraire de a entre les
racines. Ainsi :
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T —00 —6 2 +00

Signe du trinéme | |

2 5 - 0 + 0 -
—— —xz+
; | |
2
L’ensemble des solutions de I'inéquation -4 C +3 < 0est §S=]—00;—6]U[2; 400

Exemple 13. Etudier les positions relatives de la parabole P d’équation y = z2

y=2zr—-3

avec la droite D d’équation

Réponse

Les positions relatives de la parabole et de la droite se déduisent du signe de

w2 — (22 —-3) =2 -22+3

Le discriminant du trindme est A = b2 — dac soit A = (—2)> —4x 1 x3=4—12 = —8.

Comme A < 0, le trindme est du signe de a donc pour tout réel z, 22 — 2z + 3 > 0.

La parabole P est au dessus de la droite D.

V. Inéquations

Pour résoudre une inéquation a une inconnue on peut étre amené a étudier le signe d’une expression.

Résoudre A(z) < B(z) équivaut a résoudre A(x) — B(x) < 0.

1. Etude du signe d’un produit

Méthode.
Pour étudier le signe d’un produit :
* On étudie le signe de chaque facteur.

* On regroupe dans un tableau le signe de chaque facteur. La premiére ligne du tableau contenant les
valeurs, rangées dans 'ordre croissant, qui annulent chacun des facteurs.

* On utilise la regle des signes pour remplir la derniere ligne.

Exemple 14. & Résoudre les inéquations en utilisant un tableau de signes :
1. (5—422)(3z — 4) < (=62 + 8)(2x — 3).
2. (2% +4x)(2z +1) > 42% — 1.

2. Etude du signe d’un quotient

Méthode.
Pour étudier le signe d’un quotient :
* On cherche les valeurs qui annulent le dénominateur (valeurs interdites).
* On regroupe dans un tableau le signe de chaque terme.

* On utilise la regle des signes pour remplir la derniere ligne.

x+7>
3z + 2

Exemple 15. Résoudre dans R 'inéquation

Réponse
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Le quotient T
3z

2 2 7
Comme 3z +2# 0 < x # —3 le quotient 33012

20+ 7
3r+27

Etudions le signe du quotient
3T+

22

ECO1 LMA 2016/17

5 est défini pour tout réel x tel que le dénominateur 3z + 2 # 0.

2
est défini pour tout réel z # -3
2047
3z + 2
(224 7)—2x (3xz 4 2)

220

>0

3+ 2
20+ 7— 6z —4
3z + 2
3 —4x >0
3r+2

>0

2 3 'aide d’un tableau de signe.

On étudie les signes de chacun des termes du quotient :

3
3—4x<0@x21

2
et 3$+2<0<:>x<—§

On résume dans un seul tableau le signe de chacun des termes et, on en déduit le signe du quotient en utilisant

la regle des signes d’un quotient.

2
La double barre dans le tableau indique que -3 est une valeur interdite :

T —00 2 3 400
3 4
I
3—4zx + + 0 _
3z 42 — 0 + +
|
3—4dx _ " 0 B
3x +2 |

3z

L’ensemble des solutions de I’inéquation

z}OestS] 2'3].

3

Exemple 16. & Résoudre les inéquations en utilisant un tableau de signes :

20— 1
1. —— > 0.
202 —x —1 0
5 3z +7 Tr+3

2r—1  —xz+2

V1. Valeur absolue

Définition. Pour tout nombre réel x, la valeur absolue de x est égale a la distance de ce nombre a 0. Elle

est notée |x|.

Exemple 17. |2| =2;

Remarque . *x |z|=|—=|

* |z| =0 équivaut & x = 0.

| =3]=3;

—x si <0
|| =

x si x>0

page 11



Cours de mathématiques ECO1 LMA 2016/17

1. Variations

Définition. La fonction valeur absolue définie pour tout réel = par f(x) = |z| est :
* strictement décroissante sur I'intervalle | — oo; 0] ;

* strictement croissante sur U'intervalle [0; 4o00].

x —00 0 +00
f(z) = |=]
0
2. Courbe représentative
Y
s e A N 1 5 | S R
| f
| [
| I
| [
| [
, |
| [
I T !
| [
| I
| [
0 1 T

Exemple 18. & Résoudre les équations :
1. [22—3| > 1.

>
2. |22 — 3| < |5 — 3z|.
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