ECO1 LMA Mathématiques Le 5 octobre 2015

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N° 1

Exercice 1. 1. Ona
rlz+1] -2z —1|=0z(lz+ 1| —2zjz—1]) =0
sz=0oulz+1l]—zjlz—1=0

Pour résoudre dans l’équation |z + 1| — z|x — 1| = 0 on utilise le tableau ci-dessous :

T —00 -1 1 +00
|
|z + 1] —z—1 0 z+1 z+1
| — 1] —r+1 —r+1 0 x—1
|z + 1| — x|z — 1] 22— 2z +1 2 +1 —2? 42z +1

Sur ]—o0; —1], on résout dans R I’équation x*> — 2z + 1 = 0.

A=8 z,=1-2¢ |—o0;—1] et z3 = 1+2 ¢ ]—00;—1]. Donc x? — 2z + 1 = 0 n’admet pas de
solution dans ]—oo; —1]

Sur |—1;1], Uéquation x> + 1 = 0 n’admet pas de solution car x> +1 >0 .

Sur |1; 400, Uégquation —2* + 22 —1 =0 < 2% — 22+ 1 = 0. Les solutions dans R sont celles du premier
cas x1 = 1 — /2 & |—o00;—1] et x5 = 1 ++/2 € |1;+00]. Donc x5 = 1 + /2 est lunique solution de
—2? 4+ 22 —1=0 dans ]1; +c<].

Donc Uensemble des solutions de I’équation x|z + 1| — 2|z — 1] = 0 est S = {0; 1 +/2}.

2. On a
~ [5+2V6
A= 20
(5 +2/6)
(5 —2V6)

=1/ (5 + 2v6)?
=5+2V6

5+ 21/6)
5+ 21/6)

— =

3. Soit P(n) : «2" = (n+1)2 ».
On a 2% =64 et (6+1)2 =49 donc P(6) est vraie.
Soit n € N avec n > 6, on suppose que P(n) est vraie et on veut démontrer que P(n + 1) est vraie, c’est
a dire que 2"t > (n + 2)2.
En effet, 2"t =2x2" 2 2x (n+1)%. Or2(n+1)2—(n+2)2=2(n?+2n+ 1) — (n®? +4n+4) =n? -2
qui est bien positif dés que n > 2, c’est a dire, 2(n+1)? > (n+2)? . D’ou 2! > (n+2)2. Donc P(n+1)
est vraie.
Conclusion : pour tout entier n = 6, P(n) est vraie.

4. Soit n un entier naturel non nul. Calculer :

(a) On a
D (M -38k)=>3"-> 3k
k=1 k=1 k=1
L, 3r=1 n(n+1)
=TT T
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= Z In(k +1)* — Ink?) ( somme téléscopique)

=In (n +1)? =In1?
=2In(n+1)
(b) n=input ( ’Donner une valeur non nulle de n : )

S=0

for k=1 :mn

S=S+(2%k+%e)/(sqrt(k” 2+1+% pi)

end

disp (S)

Exercice 2. Soit n € Nx.

1. Il n’y a rien a justifier ici, ¢a a €té fait a de multiples reprises en classe. S on ne voit pas, il faut se forcer

a passer par les pointillés. (a) (k+ k! = (k+1)! (b) (k+2)(k+1)k! = (k + 2)!

2. On consideére la somme S,, = Z kx k!
k=1

a) On a, en suwivant 'indication, en dévelo ant par lz'néarité uis en utilisant la premiére question
) P
n

préliminaire : S, =Y (k+1— 1)kl = Z (k+ 1)k! — Zk' Z (k+1) 'me
k=1 k=1 k=1
(b) C’est une somme téléscopique. Si on choisit de la tmzter par les pointillés, on obtzent :
Sp=02'+3+--F+nl+(n+H) —(U+2l4+---+n)=n+1)! -1
St on veut utiliser un changement d’indice, on écrit :
n+1

nfzm Zk' <§k!+(n+1)!> <1'+Z> (n+1)! —1.

n

3. On consideére la somme T), = Z(sz +1) x kl.
k=1

(a) Soit ke N*. (k+2)(k+1)—2k+1)+1—-k=k+k+2k+2—-2k—2+1—-k=k>+1.
(b) To=> ((k+2)(k+1)—2(k+1)+1—k)x k! = donc, par linéarité :
k=1

To => 0 (k+2)(k+ 1)kl =230 (k+ 1)k 4+ >0 k!l =30 k x k! et on obtient le résultat
demandé en utilisant les deur questions préliminaires.

(c) ( + la simplification de la question suivante) Ici, il faut considérer les trois premiéres sommes si-
multanément pour voir le téléscopage. Je corrige avec changements d’indice sur les deux premiéres
sommes mais on peut aussi le faire via les pointillés.

Tp=S 0k =2 R+ S0 k= S,
=k +m+ D)+ (m+2)) =2+ skl + (n+ D)+ M +20+ 30 k) —((n+ 1) —1)
=(n+)+nm+2)!-2x2-20+D)+14+2-(n+1)I+1=n+2)!-2(n+1)!
=n+2)n+1)! -2+ =n+2-2)(n+1)!=n(n+1).

4. Pour n =1 la propriété est vraie car 1(1+1)! =2 et z:,lczl(k:2 +1) x k! = (12 + 1) 1! = 2. Supposons que

la propriété soit vraie au rang n > 1 et démontrons alors qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est da dire que
Toir = (n+1)(n +2)
Top1 = g (B2 4+ 1) x k=0 (B2 +1) x k! + ((n+1)2 + 1) (n+ 1)!)

Par hypothése de récurrence et en développant le dernier terme, on a :
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Trt1=nn+ 1)+ (n*+2n+2) (n+1)! = (n+1)! (> +3n+2).
D’autre part, (n+1)(n+2)! = (n+1)(n+2)(n + 1)! = (n? + 3n+2)) (n + 1)!.
Donc la propriété est vraie au rang n + 1 et on peut conclure qu’elle est alors vraie pour tout entier non

nul.

1 15 4

1 3 2 1 7 3
Exercice 3. 1. On trouve A2 =10 4 0],A43=10 8 0| et A*=[0 16 0], ce qui conduit d la
0 0 1 0 0 1

conjecture sutvante :

Pn):«A" =0 2"

1 2n-1
», qui se démontre par récurrence. En effet, pour n = 0, on trouve bien I3

— o 3

0 0

en calculant les deux termes qui composent I’égalité et I’étape de I’hérédité se fait de maniére classique en
utilisant A"T1 = A™ x A et en remarquant que 2 x 2% = 2" et que 2" — 142" =2 x 2" —1 =27l _ 1,

2. (a)

(b)

01 2 0 0 3

On trowve N =B —2I3= [0 0 3| qui vérifie N>= [0 0 0] et N3 = 03 et est donc bien
0 00 0 00

nilpotente.

On a, pour n > 2, B" = (N + 2I3)" et on peut appliquer la formule du binéme de Newton car ces
deuz matrices commutent. On obtient, en tenant compte du fait que pour tout k > 3, N¥ = 03.

(N +2I)" = (g) NO(2I5)" + <7f> N' @)+ <Z> N2 (2L;)"

Or, comme (2I3)" = 2PI3, on obtient, en remplacant les coefficients binémiaux par leur valeur sim-
plifiée,
-1
on o=t gpon-t 4 30D
B" = 0 on 3pon—T qu’on me cherchera pas da simplifier ici. On peut
0 0 2™

vérifier que cette formule est également valable pour n = 0 (cela donne Uidentité) et n = 1 (cela

2n—2

donne bien B.

. (0 -1 (1 1
3. Soth—(2 3)etP—(l 2).

(a)

(b)

(c)

(d)

(¢)

En prenant les notations du cours : ad —bc =1 x (—=2) =1 x (—=1) = —1 # 0 donc la matrice P est
1 /(-2 -1 2 1

. . —1 _ _

inversible et P7 = —1( 1 1 ) = ( 1 1).

Montrer que la matrice D = P~'CP est égale d ((1) (2))

C’est un calcul direct, deux produits a réaliser.

On a tout d’abord D¥ = P~YC*P par une récurrence faite dans un exemple du cours. Il suffit ensuite
de constater que PD*¥P~' = PP~1C*PP~! = [L,C*I, = C*.
On peut aussi commencer par montrer que C = PDP™! et faire une récurrence ensuite.

Il est trés simple de montrer par une « mini-récurrence »(et, a ce stade, si vous avez déja bien
rédigé plusieurs récurrences, vous pouvez simplement rédiger « on montre par récurrence que »), que

1 0
k _
Dk = (O Qk).
On obtient ensuite lexpression de D* par un calcul direct, ld encore deux produits a réaliser. On

2—2F 12k
trouve bien OF = (2k+1 _ 9 ohtl _ 1)

10

On peut commencer par calculer ZDk via les formules de cours pour les sommes. On obtient
k=0

10 11 0

Y Dr= 1 —2k+1

k=0 0 ==
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10 10 10
On conclut par linéarité en observant que Z ck = Z PDEp~l=Pp (Z Dk> P~ et il reste donc
k=0 k=0 k=0

deuz produits de matrices & réaliser (n’hésitez pas a donner un plan de démonstration sans les calculs
si vous étes pris par le temps).
Sinon, on fait directement le calcul des 4 sommes (une somme par coefficient de la matrice) qui sont
toutes des applications directes de la linéarité et des sommes de la proposition 3 du chapitre 1. C’est
légérement plus long.

—2025 —2036
4073 4084 > ’

Dans tous les cas, on trouve <

Exercice 4 (Autour des matrices inversibles). Soit p € N et A € M,, (R) tel que (A —2I,)* = 0,. On suppose
de plus que A # 21I,,.

1. On raisonne par l'absurde en supposant cette matrice inversible.
Il y a deux cas a distinguer :
(A- 2]17)2 =0, et il suffit de multiplier cette égalité par (A — 2Ip)_1 (& gauche ou a droite, peut importe)
pour obtenir A — 21, = 0,, ce qui contredit I’énoncé (A # 21,).
Sinon, dans le cas (A — 21p)2 # 0p, on a de toute maniére (A — 2[1,)3 = 0p donc en multipliant cette
égalité par (A —2I,)"" (4 gauche ou a droite), on obtient (A —2I,)°> = 0,, ce qui est également une
contradiction.
On conclut que A — I, n'est pas inversible.

2. On développe via la formule du binome de Newton qui est valide car A et I, commutent. On obtient :
O, = (A—21I,)° = A3 + 342 (<21,) + 3A (=2I,,)° + (=21,)> = A® — 642 + 124 — 8I,,.
1 1 6 12
On obtient donc, 3 (A3 —6A2 +12A) = I,, c’est a dire, A (§A2 — §A+ glp) = I,. Donc A est

inversible et son inverse est la matrice dans la parenthése, ce qui, aprés simplification des fractions, donne
le résult souhaité.

a?+b 0 2ab
Exercice 5 (Matrices et coefficients indéterminés). Soient a, b et c trois nombres réels. On a A? = 0 2 0
2ab 0 a®+b?

On a donc a résoudre des systémes d’équations pour chacune des questions

a?+b = 1
1. A= & ? = 1 doncc==+1 avec soit (a =0 etb=+1) soit (b =0 et a = +1), ce qui donne
2ab=0
8 solutions en tout.
4B = 1 1
20A2=A% c? = c doncc:Ooulavecsoit(szetazOoul)soit(a:§etb:i§),ce
2ab=10

qui donne la encore 8 solutions en tout.

Exercice 6. Soit A € M, (R) telle que A> = 03.
t2
Pour tout t € R, on définit la matrice E (t) par E(t) =1+ tA+ EAQ

1. Montrer que : ¥ (t,t') €eR?, E@{)E({#')=E({t+1)

2. Calculer E (t) E (—t) . En déduire que la matrice E (t) est inversible et déterminer son inverse en fonction
de I, A, A2, t.

3. Exprimer E(2t), E(3t), E(4t), E(5t) en fonction de E(t). Quelle formule peut-on conjecturer ? Démontrer

cette formule.
En déduire lexpression de [E (t)]" en fonction de I, A, A2, t et n.
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1. On développe simplement la formule en utilisant que A¥ =0 sik > 3 (car A¥ = A*3A3 sik—3 >0,k > 3)
et que IB = BI = B lorsque B est une matrice quelconque.

2 2
EWB() =(T + 1A+ S A1+ A+ 5 4)

1 1 1 1 1
=1+ (t+t)A+ (tt' + 5152 + 51&’2)/12 + (it%’ + 51mt’2)A3 + Zt%t’?A‘1
12+ 2t + 2
=T+ (t+t)A+ %AQ
tt
:I+(t+t’)A+(+2 )AQ E(t+1)

2. E)E(t) = E(t + (-t)) = E(0) = I donc E(t) est inversible et E(—t) est son inverse, c’est & dire,

(E(t))~! = E(—t )7I—tA+t2A2
3. E(2t) = E(t+t) = E(t)Et(t) = E(t)?
E(3t) = EQ2t +t) = EQ)E ()= (E(®)*E(t) = B(t)®
E(4t) = E(3t +1) = EGH)E(t) = (E(t))°E(t) = E(t)"
E(5t) = E(4t +1) = E(4t)E(t) = (E(t))'E(t) = E(t)°
Montrons par récurrence que pour tout réel t et tout entier n; la proposition P(n) : E(nt) = E(t)" est

vraie.

Intialisation n = 0; E(t)° = I = E(0) donc (Py) est vraie.

Hérédité : supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n) est vraie.

En effet E((n+1)t) = E(nt +t) = E(nt)E(t) = E(t)"E(t) = (E(t))"" donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : ¥n 2 0; (E(t))™ = E(nt) On en déduit que (E(t))" =14+ ntA+ —— (n ) —— A2
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