ECO1 LMA Mathématiques Le 7 décembre 2015

DEVOIR SURVEILLE N° 2 (CORRIGE)

Exercice 1. 1. On peut prendre P(X) = X2+ 1 et Q(X) = —X2.

Ainsi, P(X)+ Q(X) =1 donc 0 = deg(P 4+ Q) < max(deg(P),deg(Q)) —1=2—-1=1.
22 -4

2. La suite est arithmétique donc u1; = us + (11 — 5)r, ot r est la raison. On obtient : r = 1-% = 3.
Donc ug = us + (0 —5)r = —11 et up, = —11 + 3n pour tout n € N.
(=114 (-11+3 1)(3n — 22
Onendéduitqur---Jrun:(njL X ;r( i n):(nJr )(2n )
1 1
w1 u 5 _ 5 1
3. = =— et uy = = == =—.
(@ 0 = 3 o =5 4 T 35, B 27177
5 5 5
1 1 3+ 2u, 1 2un,
(b) Soitn € N. v, +1= T U VN T TS
Un+1 n Unp, Un Unp,
3+ 2u,
(c) C’est une suite arithmético-géométrique donc on résout x = 3x +2 qui donne x = —1, ce qui conduit

d poser wy, = v, — (—1) = v, + 1 pour tout n € N.
Soitn € N, wpp1 = vpt1+1 =30, +24+1=3v, +3 =3(v, + 1) = 3w, qui est donc une suite
géométrique de raison 3.

1
Comme vg = — =1 et wg = vy + 1 = 2, on en déduit que pour tout n € N, w, = 2(3)"

Uo

11

vy 2x 30 —1

(d) Par linéarité et d’aprés les formules de sommes remarquables,

puis vy, = wy, — 1 =2 x 3" — 1. Finalement, u, =

_ _ 1) =3ntl _, _
Yok=Y wp+y (-1)=2 T () =3 n—2.
k=0 k=0 k=0
(e) Le programme demande une valeur de n a lutilisateur, puis calcule et affiche ug =+ -+ + Unp,.
1 1 1
(f) Le résultat affiché sera donc ug + uy +us +ug =1+ 5 + 7 + 3

Exercice 2. corrigé en classe

Exercice 3. 1. Etude d’une fonction f

(a) f est définie et continue quand son dénominateur ne s’annule pas. Or le discriminant de x> + x + 1
est -3, qui est strictement négatif, donc le dénominateur est toujours strictement positif (du signe de

1). Ainsi et f est continue sur son ensemble de définition.

(b) [ est aussi dérivable sur R et :

VweR,f’(m):1(x2+x+1)_(2x+1)$: 1—a? :(1—30)(1—1—30).
(22 + 2+ 1)2 (2?2 + 2+ 1)2 (22 + 2+ 1)2
FO) = =5 et f(-) = 75y = 1
x —00 -1 1 400
1—=z + + 0 -
1+a - 0 + +
() - 0 + 0 -
T
0 3
f(@) hN / N\
-1 0
I s’annule et change de signe en —1 et en 1 donc f admet f(—1) = —1 comme minimum local en

1
-1, et f(1) = 3 comme mazximum local en 1.

(c) Pour tout x # 0, f(z) = z = 11 il

1 1
2 a2 .=
x(1+x+x2) x(1+$+$2)

Ceci leéve les indéterminations et on trouve pour limite | 0 en 400 et en —o0|.
La courbe de f admet donc une asymptote horizontale d’équation y =0 en —oo et en +o00.
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(d) T a pour équation y = f'(0)(x —0) + f(0) = 1z + 0 soit .

. x (@ +x+1) z(l-22-2-1) —2*(1+z) |
Soit R —r = - = = td
(e) Soit x € R f(x) —x @it D @ratl) P ot 1) g Twestdu

signe de —(x + 1) (le numérateur est strictement positif, x2 aussi).

Par conséquent,

Cy est au dessus de T sur ] — oco; —1] et en dessous de T sur [—1;+o0| ‘

Enfin, f(z) —2=0& —2?(14+2)=0& —2>=0o0uz+1)=0< 2 =00uz = —1.

Les deux points d’intersections sont donc ‘ 0(0;0) et I(—1;-1) ‘

(f) Placer les extrema locaux et les tangentes horizontales, marquer le point d’abscisse 0, tracer T, tenir

compte des asymptotes en +00 et —oo, puis tracer la courbe.
A
0.4 1

0.2 {

\

2. Limite d’une suite définie a partir de f

a SOZt S N* . — = P = p = — = =
(a) P f(p) e+l LR ppiaptl pPaptl J )
) 1 p(p+1) pPP+p+1 -1
(b) Soit p € N*, f(p) — = - = <0 car
P+l (p+1)@E*+p+1) (+1@*+p+1)  (+DHE*+p+1) =
p est un entier naturel.
1 1
(c) fl=)=f(lp) <——, daprés les deuzx questions précédentes.
P p+1
(d) Posons P(n) «0 < u, < A5 ». Comme ug =1 et 0rl 1, P(0) est vraie.
Soit n € N. Supposons Py, vraie, c’est d dire : 0 < u, < n+r1 Comme f est strictement croissante
sur [0;400], on a : f(0) < f(u,) < f (n+r1)7 donc 0 < upq1 < f (n+r1) < n%&, la derniére inégalité
est justifiéé par la question précédente appliquée a p=n+ 1.
On en déduit que P(n + 1) est vraie et donc que pour tout n € N, P(n) est vraie.
1
(e) Comme lim —— =0, on applique le théoréme des gendarmes a la série d’inégalités démontrées
n—+oom + 1
d la question précédente. On en déduit que| lim wu, =0/

n—-+oo

3. Un résultat intermédiaire

(a) g est définie, continue et dérivable en tout x tel que 1 4+ x > 0.

Donc ‘ D, =] —1; +oo[‘ et g est dérivable sur D, d —1 0 00
—x + 0 -
De plus ¥z > —1,¢/() = 1L — 1 = =082~y + 0 -
Tz !
9(0)=In(1+0)~0=In1=0 9(z) 7
— 00 +00
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(b)

(c)

(d)

(¢)

(f)

(a)
(b)

lim 1+2=0 et limlny =—o00 donc lim g(x) = —o0
rz——1 y—0 r——1

p(RE) | e )
Inz _

Ve > 0,g(x) =In(z(1+ 1)) —z=hz+n(l+1)-z=
Or lim In(1+ 1) =1In1=0 et par croissance comparée lim
z—+00 x T—>+00
Donc, par sommes et produits de limites lim g(x) = —o0.
Tr—r+00
Le tableau de variation fait en (a) montre que g admet un mazimum en 0, qui vaut 0.

Done Ve > —1,g(x) =In(1 + ) — 2z <0. Ainsi‘Vm >—1,In(1+2) < z‘

Soit k > 2. Posons x = f% Alors x > —1 donc d’apres la question précédente :
n(l-H<—+t=hE)<-+t=>hk-1)-nk< -1

En multipliant par —1 :
Vk =2, Ink—In(k—1) >

1
k

En sommant l'inégalité précédente : Z(ln kE—In(k—1)) >
k=2

(]
> =

el
U
o

1
En appliquant la méthode des suites télescopiques : ¥n > 2,Inn —In(2 —1) = >} _, T ce qui donne

<lnn

> =

bien |Vn > 2, Z
k=2

n=input(‘’Choisir une valeur :’’)

k=2:n
T=1./k
disp(sum(T))
disp(log(n))
4. Etude plus précise du comportement de u en +oco
1 2 1 2 1 1 1
Vn € N, _Un TUn D Un Jr%Jr—.Onabien Vn e N, =U, +1+ —
Un+1 Unp U n Un Un Un+1 Unp
Posons, pour tout n =2, P(n) :« i <n+2+Y7 51
1 1
ulzf(uo):f(l):% et ug = l_|_3i+1 = 1+§+9 =3/13. Doncu—iz%
973 9
D’autre part 2+ 2 + Zi:z =195 Or 2 <2 donc P(2) est vraie.
Soit n > 2. Supposons P(n) vraie. D’aprés la (a) : un1+1 =up +1+ i
n
\ . 1
Donc, par hypothése de récurrence : <Uup,+14+|n+2+ Z -
Un+1 2 k
n
D’apres le résultat rappelé : < —|—1—|—n—i—2—|—z:1
p ppelé : o <oy 25
n+1
D’apreés la relation de Chasles : <(Q+n)+2+ Z —, donc P(n+ 1) est vraie.
Un+1 2 k

(c)

(d)

1 1
Par principe de récurrence : |Vn > 2, — <n+4+ Z n—
U Pt k

n

1
D’aprés la question précédente et la question 3.(e) : ¥ > 2,— <n+2+1nn
U

n

1
Or u, >0 donc : u, > ——————, donc, avec l’inégalité rappelée, on a :
n+2+Inn
1
Vn>2 — < —
"z 'n+4+1nn S s n+1

n < n
,———————— < n
n+4d+Inn

En multipliant par n (positif) dans Uencadrement précédent : ¥n > 2

Etudions les limites des extrémités de encadrement :
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n n 1 . n
* = = 7. Donc lim =
1
n Inn 0 par croissance comp.. Donc lim S L

* = S
n+4+Inn 1+%+lnTn n n—s+oon+4+1Inn

Ces deuz limites sont égales, donc par encadrement : hIJIrl nuy, =1
n—-+0oo
Exercice 4. 1. Un calcul direct nous donne
1—2a—2b+ 6ab a+b—3ab a+b— 3ab
M(a)M(b) = a+b—3ab 1—2a—2b+ 6ab a+b—3ab = M(a+b— 3ab)
a+b—3ab a+b—3ab 1 —2a —2b+ 6ab

2. En remarquant que M(0) = I3, on cherche 'inverse éventuel de M (a) sous la forme M (b)
M(a)M(b)=Is < M(a+b—3ab)=M(0) = a+b—3ab=0<b(1l—3a)=—a

1
Lorsque 1 — 3a # 0 & a # 3’ en choisissant b = —1 a3 =3 a 1’ on a bien M(a)M(b) = I3 donc
_3a o —

M (a) est inversible et son inverse est M (3 a 1) .
a—

1 1 1
3 3 3
1 1 1 1 1
Lorsque1—3a =0 a = 3 la matrice M (a) est égale & M 31=13 3 3| Etudions l'inversibilité
1 1 1
3 3 3
de cette matrice
1 1 1
3 3 3 1 1 1
233 /1o 53 3 1 0 0\ Pivot
- T 01 0« -1 1 0 L2 — LQ — L1
3 3 3 0 0 0
3 3 3

Cette derniére matrice est triangulaire supérieure et au moins un de ses coefficients diagonauz est nul

1
donc elle n’est pas inversible, ce qui implique que la matrice M (g n’est pas inversible.

1 _
Par conséquent, M(a) est inversible ssi a # 3 et dans ce cas, [M(a)]”" = M (3 a 1)
@ —

3. En utilisant la question 1, on a
[M(ao))* = M(ao) & M(ao)M(ao) = M(ag) & M(2ag — 3ag) = M(ag) & 2a0 — 3ag = ag

1
& ag—3a3 =0 ap(l —3ag) =0 < ag 0ua0:§

1
Par conséquent, il existe un unique réel ag non nul tel [M(ao))® = M (ao) qui est ag = 3

4. (a) Pour commencer, on a

111 2 11
3 3 3 3 3 3
ponu(y_ L L1 t O—p._p- |-t 2 1
- 3/ |3 3 3 ¢t Q=L-P=|-3 3 3
1 1 1 1 1 2
3 3 3 3 3 3
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ce qui implique que

2, .1 Loyl 11
o+ —sat+ts —sa+ o
1_9 373 33 3 3 2
a a a 11 2 1 11 l=2a=ca+
M(a) = P+oaQ <& a 1—-2a a = —ga"i‘g §a+§ —§a+§ = 1 31
2 N SRS S SO S ‘=T33
33 3 3 3 '3
2 2
—a=—-—2a
& 3 3y sa=1-3a4 M) =P+ (1-3a)Q
f—a:ngra

(b) Je laisse le lecteur vérifier que P2 = P, QP =03, PQ =03, Q*=Q

(c) On procéde par récurrence en posant (Py) : [M(a)]™ = P + (1 — 3a)"Q.
Initialisation n = 0 : P+ (1 = 3a)'Q = P+ Q = I3 (car Q = I3 — P) et [M(a)]° = I3 donc
[M(a)]® = P+ (1 —3a)°Q, ce qui implique la véracité de (Po).
Heérédité : Supposons que (Py,) soit vraie et montrons (Pny1), ¢’est-a-dire supposons que [M(a)]™ =
P+ (1 —3a)"Q et montrons que [M(a)]"™ = P+ (1 — 3a)"*'Q. En utilisant les question 4.a) et
4.b) ainsi que Uhypothése (Py), on a :

[M(a)]"™ = M(a)[M(a)]" = (P + (1 - 3a)Q)(P + (1 - 3a)"Q)
= P4+ (1-30)"QP+(1—-3a)PQ+(1—-3a)""'Q* =P+ (1-3a)""'Q

ce qui démontre (Ppy1) et achéve la récurrence.

Exercice 5. 1. Onalx1—1x(=1)=2+#0 donc P est inversible et P~ =

N | =
7 N
—_ =
—_ |
—_
N~
I
7 N
DO [0 [ =
N =
ol
N~

2. P=[1/2,-1/2;1/2,1/2]

3.
IR TICHNIENERY
_ <§ é)(jﬁx 1)<1(/)4 (1)> est bien diagonale.

4. Soit Y = P~YZP. Comme P est inversible,

Z’=AspP'22=P AP '22P=P AP s P lZzP .- P ZP=P AP = Y? =D

Y A A
5. Soth—(O t)

wr=(5 0 )(57)=(0 #)

(b) DoncY est solution de (2) si et seulement si :
2% = % et t? = 1, ce qui donne <%;1>, (%;1), <%;1>, <%;1> comme valeurs possibles
pour (x;t)

(¢) On caleule Z = PY P~ avec les 4 matrices Y possibles.

ovm 2= (U 33 ) b (4 32) w3 (3 38) w2 (35 22)
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