Correction du DS4 ECG1 LMA 2022/23

1) Exercice 1

Partie A.
1) X2-3X+2=(X-1)(X -2)
2) X" = Q(X) (X2 — 3X + 2)+aX +b (Division euclidienne). En évaluant X™ en 1 et 2 , on obtient le systéme :

a+b=1
2a+b=2"
Donca=2"—-1etb=2-2"
3) A% — 34+ 21 = 05
En isolant 1, on obtient : A (34) = 1.
1 0 O
DoncA‘lzé(SI—A): -1 1 0
3 0 1/2
4)Ona03=A?—3A4A+21=(A—1)(A-2I)

A — I ne peut étre inversible sinon on aurait A — 21 = (A — I)~'03 = 03, soit A = 2. Ceci est impossible car

A #21I.
De méme si A — 21 est inversible, on aurait A — I = (A — 21)7103 = 03, soit A = I.

Ceci est imposible car A # I.
Donc A — I et A — 21 ne sont pas inversibles
5) D’aprés 2) ona X" = Q(X) (X2 —3X +2)+ (2" - 1) X +2—2".

En évaluant X™ en A, on obtient

AT =Q(A) (A7 =34+ 20) + (2" ~ 1) A+ (22" 1.
Or A? 34421 = O3, do=A" = (2" 1) A+ (2-2") .

1 0 0
Donc A" = 2m 1 1-2"
1-27 0 2"
1 0 0
A" = 2" -1 1 1-27

1-2" 0 A

Partie B :

Calculons P! avec la méthode de Jordan-Gauss
01 01 00

1) 1 0 -1|10 1 O
01 11]0 01

1 0 -1]0 1 O
01 11]0 01
10 =110 1 0
LseLs—ILo[ 01 0] 1 00
00 1 |]-1 01

Comme aucun coefficient diagonal n’est nul, la matrice P est inversible. On poursuit :
1 0 0]—-1 1 1
L1 — L1 + Lg 0 1 0 1 0 0
0 0 1|-1 0 1
Donc
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-1 1 1
Pt=[ 1 00
-1 0 1
Ona:A=PDPla D=P AP
Vérifions que P~1AP est diagonale.
01 0
En effet, ona: P! AP=P7 1| 1 0 -2
01 2
-1 1 1 0 1 0
= 1 00 1 0 -2
-1 0 1 01 2
1 00
=10 10
0 0 2
Donc il existe une matrice diagonale D telle que
1 00
A=PDP lavecD=| 0 1 0
0 0 2

2) Montrons que A¥ = PD*P~! pour tout k € N. Vous devrez étre capable de le faire.

1 0 0
3) D’aprés 2) ona A" = PD"P~! jorD"=| 0 1 0
0 0 27
Donc
0 1 0 1 0 O -1 1 1
A= 1 0 -1 01 0 1 00
0 1 1 0 o0 27 -1 0 1
0 1 0 -1 1 1
=1 0 —2" 1 0 0
o1 2" -1 0 1
1 0 0
= 2»-1 1 1-20
1-2" 0 2"
a b c a b 2c a b ¢
4)Onpose M= d e b |.Ona:MD=DM& | d e 2 f |=|d e f
g h i g h 2 1 2g 2h 2i

Sc=f=g=h=0& M=

o0 Q2
“ OO0 o
O e )

En renomant les lettres, les matrices telles que M D = DM sont les matrices de la forme

b
M= d avec (a,b,c,d,e) € R®
0

o O Q
o OO

5)Ona: NA= AN & P 'NAP =P 'ANP

& (P7'NP) (P7'AP) = (P'AP) (PT'NP)
On pose M = P~'NP,on obtient :
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NA=AN & MD =DM.

a b 0 —c+d c c

Donc M = | ¢ d 0 | ou(a,b,c,dye) € R®>. Donc N=| —a+b+e a a—e avec (a,b,c,d,e) €
0 0 e —c+d—e ¢ c+e

R5

Ne pas faire la 6) et 7)
6) Q* =D = QD =QQ*=Q’Q = DQ.
On a: QD = D@, done Q est de la forme

b
Q= d avec (a,b,c,d,e) € R°d apres4
0

o OO

o O Q2

On reprend, on a :

a b 0 1 0 0
Q?=D< | ¢ d O =101 0
0 0 e 0 0 2
a’?+bc ab+bd 0 1 0 0
s ac+cd be+d> 0 = 0 -1 0
0 0 e? 0 0 2

a’?+bc=bc+d?>=1
= ab+bd=ac+cd=0
e=—v2one =42

(1) donne : a®> = d? et a®> + be =1 c’est a dire (a +d)(a —d) =0 et a® +bc=1
(2) donne : b(a+d) =cla+d) =0
Sia+d#0,caadd#aona:
2)=b=c=0et(1)=d=aeta’=1
a 0 0
Danscecas: Q= 0 a 0 | avecac {-1,1}etec {-v2,V2}
0 0 e
Sia+d=0,cestadire,d = —a.
(1) et (2) donnent : d = —a et a® + bc = 1

2

. . _ 1=
si b# 0, on obtient d = —a et ¢ = ~5*.

-Sic#0, onobtient : d=—a et b= l-a®

C

Donc en résumé :

sia+d=0.
a 17[)(12 0
Q est de la forme : b —a O avec (a,b) €€ R x R*, et e € {—v/2,v/2} ou Q est de la forme
0 0 e
a b 0
1—b‘12 —a 0 | oa(a,b) € RxR*et € {—v/2,v/2} Finalement les solutions de Q% = D sont de la forme :
0 0 e
a 0 0 a b 0
Q=0 a 0 | avecac {-1;1} et ec {—Vv2,v2}, Qs = % —a 0
0 0 e 0 0 e
a 177'12 0
Qs=| b —a 0 | avec(a,b) c€ RxR* etec{—v2,V2}
0 0 e
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et réciproquement : Si @ est de I'une de ces formes on a Q% = D.

7) R?

—AsQ>=D (Q=P'RP)

Donc R est de la forme : PQ, P!, PQ,P~!, PQ3zP~ 1.

Q1,Q2 et Q3 sont les matrices introduites dans 6).

a 0 0 —a—10 b b
Donc Ri=| —a+e a a—e | avecac {—1;1}etec {—v2,V2}, Ry = w a a—e
a—e O e —a—b—e b b+te
a?—ab—1 7a2+1 7a2+1

b b b

Ry=| —a+b+e a a—e avec (a,b) €€ R x R*, et e € {—v/2,V/2}
a’—ab—be—1 —a’+1 —a?+bet+1

b b b

EXERCICE 2

1. Par récurrence on doit d’abord montrer que u,, est définie avant de regrarder son signe :

(a)  * Pour n =0 est-ce que ug est défini et strictement positif ? Oui car ug = 1

* Soit n € N tel que u,, défini et strictement positif.

1
Alors u,, + — est bien défini car u,, # 0 et est strictement positif.
Un

ECG1 LMA 2022/23

* Donc par récurrence, chaque terme de cette suite est parfaitement défini et strictement positif.

(b) On a donc pour tout entier n : w, 41 > uy car 1/u, > 0, et la suite u est donc croissante.
(a) On a

2 2 1 ? 2 2 1 2 1
k k

(b) Par récurrence :

0

1
*Est-ceque,pourn:1,uf:2.1+1+z_2?
—o Yk
k=0
11
Orzu—%:u—%:letu%:22:4doncoui!
k=0
* Soit n > 1 tel que u? = 2n + 1 + Z—
k=0
n
Est-ce que ul ; =2(n+1) + 2_2
Uj,
1 - "1
2 2
Orun+1:un+2+u—%:2n+l Z +2+—:2(n+1)+1+;)E

* Donc la formule est vraie pour tout entler n=1

Variante : en voyant la somme telescopique :

Z U%H — ui = ui — 1 d’une part et d’autre part

n—1

2 2
E Ug+1 — U
k=1

donc w2 =2n+1+ 37", %
Uk

Il M |
a-w| =
I
)
=
|
=
+
]

Agm

1
(c) Orl/ui}OdoncZu—Q>OetdonCVn€N*, u? >2n+ 1.
o Uk

Finalement, comme 2n+1 — 400, par minoration u2 — 400 et u, = |u,| = J/u2 —

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o
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. -1 .
3. (a) On veut majorer u2 =2n+1+ Y ;1 % et pour cela, minorer u_li :

1 1
Pourtoutn:u%>2n+1>2ndonc—<2—sin>0(sin>1)letermepourn:Oestdoncé

u? n
garder a part.

n711 1 nfl1 nfl1 1
D e — — <1 — =14+ =-vp_18sin—1>1ie.n>2
onckzzoui 12+,;Ui\ +I;2n —|—2’Un151n =2lien=>

D’ou

1 1
<2n+ 14 14-v,-1

n—1
ui:2n+1+zu—2 5
k=0 "k

Conclusion : |u2< 2n + 2+3v,_1 pour tout n > 2

(b) Et comme v, < 14 In(n) pour tout entier n > 2 on a donc v,—1 < 1+1In(n—1)

1+In(n—1 In(n—1
u%<2n+2+$:2n+g+%.

EXERCICE 3
On considere la fonction f :]0; +0o[— R définie par : f(z) = e® — eln(z).

Partie I : Etude de la fonction f

1. (a) Les fonctions  — e® et x +— In(x) étant deux fois dérivables sur ]0; +oo] ,la fonction f 1’est aussi.

On a pour tout z > 0 : f’(x):e””fS et f”(z):eer%_
x x

(b) Evidemment pour tout # >0, on a f”(x) > 0 donc f’ est strictement croissante sur ]0; +o0|.

e e
O cfl(x)=e"— = > — - =+ ") =€ — = = + t f'(1)=e' —¢e/1=0.
na (x)=¢e po oo(carg30+ o), fl(z)=e - et fi(1)=e —e/

D’oit le tableau de variations de f’ :
0 1 400
77 (:C) T T

"(2) | —0c 2~ 0 2 4o
2. Ona: f(z) =e" —eln(z) oj +o0o (car In(z) oj —o0) ,
In(z)

AU LS ES
o

flz)=e*(1—e.
et f(1)=e!' —eln(l) =e¢.

) s +oo ( croissances comparées de In(x) et e*)
o0

T 0 1 +00
D’ott le tableau de variations de f : | f' (z) — +
f(x) [400 N\ e / +o0
1
3. En 4o0,In(x) est négligeable devant e (c’est & dire lim n() =0) donc lim /(@)
t—+4oc0 ¥ t—4o00 e¥
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0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

4. (a) u est dérivable sur |0; +oo[ et u'(z) = (f'(x) —z) = f"(z) — 1.
Et comme pour tout z > 0 : f"(z) = ” + % >e” > 1 ,de plus on a u'(z) = f'(z) =1 > 0 sur

10; 400l ‘ u est donc strictement croissante sur |0; 4-o00]. ‘

(b) u est continue et strictement croissante sur ]0; +o00] ,

e x
x.e® _e_’”) = too,

e
ona lim u(z) = —oo et limz+oou(z) = limx+ooe” — — — x = lim z+o00e”(1 —
z—0+t x

donc ‘ u s’annule une et une seule fois dans ]0; +o0]. ‘

De plus : u(l) = —1 < 0 et u(2) = € — g —-2>7,3-1,4—2 > 0, donc la solution (notée o

par I'énoncé) des équations équivalentes u(x) = 0 et f'(x) = z est dans I'intervalle |1;2[ . On a bien

Partie II : Etude d’une suite, étude d’une série

On cousideére la suite réelle (uy,)nen définie par : ug = 2 et, pour tout n de N, wu, 1 = f(un)

5. Les variations de f montrent que pour tout = > 0 : f(z) existe et f(z) > e .
Par récurrence :

e initialisation : Pour n = 0, on a bien ug = 2 qui existe et est bien supérieur ou égal a 2.
e hérédité : Comme u,, =2 >0, upt1 = f(uy,) est bien défini et up41 = f(un) > e > 2
e conclusion : Pour tout n de N, u,, existe et u,, > 2.
6. (a) g est dérivable sur [2;+oo[ et ¢'(z) = (f(x) —x) = f'(z) — 1.
Or f’ est croissante sur [2; +oo[ ,donc si x > 2 :
2,8

g'(x):f'(x)—1>f'(2)—1:e2—§—127,3— —1=4,9>0.

‘ g est donc strictement croissante sur [2; +00]. ‘

(b) g est croissante sur [2;+oo[ et g(2) = f(2) —2 > e —2 > 0 donc ,pour tout > 2, g(z) > 0 et
f(z) > .

Or pour tout n de N, u,, existe et u, > 2 donc upt1 = f(un) = .

‘ La suite (u,)nen est croissante. ‘
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7. La suite (un)nen étant croissante , elle est convergente ou elle tend vers +oo .
Démontrons par 'absurde qu’elle n’est pas convergente :
Comme u, > 2 et up41 = f(un), si la suite (u,) admettait une limite finie L jon aurait L > 2 et f
continue en L donc on aurait aussi f(L) = limf(u,) = lim(u,+1) = lim(u,) = L .
Comme d’apres 6.(b) , 'équation f(L) = L n’a pas de solution dans [2; +oo[ ,une telle limite L n’est pas

possible , donc la suite (uy,)nen est divergente et on a donc ‘ lim n+oou,, = 400

8. (a) e 2In(x) < x:En posant h(z) =2In(z) —z, on a h'(z) =2/ —1 < 0 sur [2;+oo] .
Donc h est décroissante et pour tout x > 2 : h(x) < h(2) =2In(2) —2 < 20,6 — 2 < 0. cqfd.

o1 < %: En posant k(x):zf%,onak’(z):lf% <1- é < 0 sur [2; 400 .
2 7,3
Donc k est décroissante et pour tout = > 2 : k(z) < k(2) =2 — % <2-— ’T < 0. cqfd.
On a donc démontré : Vo € [2;4+00[, 2In(z) <z < %.

(b) Upt1 = fuy) = e —exIn(uy,).
u u
D’apres ce qui précede : €“* > 3 xu, et In(u,) < 7" donc —e x In(u,) = —e * ?"
On obtient alors ,en ajoutant les 2 inégalités :

u 6—e
unH:e“"fe*ln(un)23*unfe*7": 5 * Up,.

— e

(¢) Comme Vn € Ny upiq > u, >0, on a aussi :

1 2 1
<
Un+1 6—e u,

1 2 \" 1
On pourrait alors démontrer par récurrence que : Vn € N, 0 < — < ( ) —

n
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