ECO 1 LMA Mathématiques Le 13 février 2017

EB ~n°1

Durée : 4h

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part importante
dans 'appréciation des copies.

Exercice 1

1. (a) Montrer que pour tout x > 0: 2z —In(z) >0
_ In(x)
(b) On pose alors f@)= x —In(x)
f(0)=-1

Déterminer I'ensemble de définition D de la fonction f.

sixz >0

(a) Montrer que f est continue sur D.
(b) Montrer que f est dérivable (& droite ) en 0 et que f;(0) =0.
3. (a) Justifier que f est dérivable sur D \ {0} et calculer f’(x) pour tout « de D\ {0}.
(b) Déterminer la limite de f en +oo.
(c) Dresser le tableau de variations de f.
4. Etudier le signe de f (z).

Execice 2

efE

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = P
e X

1. (a) Montrer quef est paire et étudier les variations de f sur [0;+oo[. En déduire les variations de f sur

R.
(b) Montrer qu’il existe un unique réel ¢ tel que f(¢) = £. Justifier : 0 < £ < % (on donne f(1/2) <1/2)
(¢) Montrer que pour tout réel z : |f'(z)] < f(x) < %
2. On définit la suite (uy,)nen par :
ug =0 et Vn € N Unt1 = f(un)
(a) Montrer que, pour tout n € N un € 0, %]
(b) Montrer que, pour tout n € N :
1 . 1
[tnt1 — €] < §|un — /| puis |y, — €] < TES:

(¢) En déduire que la suite (u,) converge vers £.

(d) En utilisant 2) b), écrire un programme en Scilab permettant d’obtenir un entier naturel N & partir
duquel |u, — ¢ < 1073.
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Exercice 3

Dans cet exercice on pourra utiliser I’encadrement suivant : 2 < e < 3.

Partie | : Etude d’une fontion

On considere Papplication ¢ : R — R,z — ¢(z) = z2e® — 1.
1. Dresser le tableau de variations de ¢, en précisant la limite de ¢ en —oo, sa valeur en 0 et sa limite en
+00.

1
2. Etablir que I’équation ¢ = —, d’inconnue z €]0; +o0[, admet une solution et une seule, notée «, et que
x

1
« appartient a 'intervalle ] o 1 [
On consideére I'application f : R — R,z — f(z) = 23,
et la suite réelle (uy)nen définie par : ug =1 et Vn € N, upt1 = f(un).

Partie |l : Etude d’une suite

3. Montrer : Vn € N, u,, > 1.
4. Etablir que la suite (up)nen est croissante.

5. Quelle est la limite de u, lorsque l'entier n tend vers 'infini ?

Partie 11l : Etude d’une série
1 =1
6. Montrer que la série Z —— converge. On note S = Z _—.
2 f(n) 2 Fn)

1

7. Montrer : Vn € N*, < .
(e —1)en

"1
S=2 7

8. En déduire une fonction en Scilab qui calcule une valeur approchée de S & 10~% pres.

Exercice 4

Dans ce probleme, n désigne un entier naturel non nul et E désigne ’ensemble des polyndmes a coefficients
réels, de degré inférieur ou égal a 2n.
Siag,a1,...,as, sont 2n + 1 réels et @ est le polynéme défini sur R par :

2n
Q) = ara”,
k=0

1. On définit une suite (Ry) ken+ de polynoémes par :
pour tout réel x,
Ri(x) =z, Ro(z)=2"-2

et pour tout entier £ supérieur ou égal a 2,
Riy1(2) = 2Ry (2) — Rp—1(x)

(a) Déterminer les polynémes R3 et Ry.

(b) Montrer que, pour tout entier k strictement positif, Ry est un polynéme de degré k vérifiant pour
tout réel z non nul, 'égalité :
1 e 1
Ry (z+—)=2"+—
x x
(c) Pour tout réel a, déterminer, s’ils existent, les réels x non nuls qui vérifient la relation suivante :

1
r+ — =a.
x
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2n
2. Dans cette question, @@ désigne un polynome de degré 2n défini par : Q(z) = Y. axz®, tel que as, soit
k=0
non nul et tel que, pour tout entier k de lintervalle [0,n], I'on ait : ar = agp—k.

On définit alors le polynéme C~2 par :

Q(z) = a, + i an—1 Ry ().

k=1

(a) Vérifier que 0 n’est pas racine de Q.

1
(b) Soit  un réel non nul, on pose : y = = + —.
x

Q) 5

Montrer que est nul si et seulement si Q(y) est nul.

X
Quel est l'intérét de ce résultat dans la recherche des racines de @ 7

(c) On suppose que n est égal & 3 et que @ est défini par :
Q(z) =a® +2° —92* +22° — 92+ + 1.

Déterminer les racines de Q.

page 3



