ECO 1 LMA Mathématiques Le 15 mai 2017

EB N°© 2

Durée : 4h

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part importante
dans 'appréciation des copies.

Exercice 1
Partie A

3x —2x+2y 2zx-—y
Pour tout couple de réels (z, y), on définit la matrice M (z,y) par: M(z,y) = | —cx—y 4dx—3y —2zx+y

—2y dr—4y —x+vy
On appelle E I'ensemble des matrices M (z,y) o z et y décrivent R, c’est a dire : E = {M(z,y), (z,y) € R?*}.

1 -2 1 100
On note A = M(1,0) et B=M(0,1). Deplus, P=[ -1 3 —1 |etDs=| 0 2 0
—2 4 -1 00 3

1. Vérifier que pour tout couple de réels (z;y), on a M(x,y) = xA+yB. En déduire que E est un sous-espace
vectoriel de M3(R).

2. Déterminer P~! (faire figurer le détail des calculs sur la copie).
3. Calculer PD4P~'. Que remarque-t-on ?

4. Calculer P~'BP. En déduire 'existence d’une matrice diagonale Dp que l'on explicitera telle que :
B=PDgP~ !

5. En déduire que pour tout (x,y) € R?, il existe une matrice diagonale D(x,y) de M3(R) telle que :
M(x,y) = PD(x,y)P~ .

6. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (x,y) pour que M (z,y) soit inversible.

7. Montrer que B? est un élément de E. La matrice A? est-elle aussi un élément de E ?

Partie B

On souhaite dans cette partie étudier les suites (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen définies par les conditions initiales
ag =1, bg =0, ¢ = 0 et les relations de récurrence suivantes :

an4+1 = 3an + 4bn —Cn
bn+1 = —4dan, —5by, +cp
cn+1 = —ba, —8b, + 2¢,
an
Pour tout n € N, on pose X,, = | b,
Cn

—_

. Que vaut X7

2. Déterminer une matrice C' telle que pour tout n € N, on ait :
Xnp1 =CX,.

Déterminer ensuite deux réels x et y tels que C' = M(x,y).
3. Montrer que, pour tout n € N, X,, = C"X.

4. A T’aide des résultats de la partie A, exprimer a,, b, et ¢, en fonction de n.
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Exercice 2

Une société possede un serveur vocal qui regoit des appels consécutifs soit pour le produit A, soit pour le produit
B. Les sujets des appels (produit A ou produit B) sont supposés indépendants les uns des autres.

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes et seules les deux premiéres concernent le serveur vocal

PARTIE | : Etude de 100 appels

On suppose dans cette partie que le serveur vocal recoit 100 appels. On suppose que 5 % des appels regus par
le serveur concernent le produit A et 95 % des appels concernent le produit B. On note X la variable aléatoire
égale au nombre d’appels concernant le produit A au cours des 100 appels regus.

1. (a) Donner la loi de X. On précisera X (£2) ainsi que P(X = k) pour k € X ().
Une réponse argumentée est attendue.

(b) Donner l'espérance et la variance de la variable aléatoire X.

2. On suppose que chaque appel concernant le produit A permet a la société d’engranger un bénéfice net de
95 euros et chaque appel concernant le produit B permet a la société d’engranger un bénéfice net de 5
euros. On note Y le bénéfice total de la société pour 100 appels.

Justifier que Y = 90X + 500. En déduire I'espérance et la variance de Y.

3. On suppose que 'on peut approcher la loi de la variable X par la loi d’une variable aléatoire Z suivant

une loi de Poisson de méme espérance que X.

Déterminer la valeur du parametre de cette loi de Poisson.
A Taide de la table de valeurs ci-dessous, Exprimer P (X > 10) en fonction de A

PARTIE Il : Etude de la premiére série d’appels

On suppose dans cette partie que le serveur vocal recoit une infinité d’appels consécutifs. On suppose également
que 20 % des appels concernent le produit A et 80 % des appels concernent le produit B. On dit que le serveur
posséde une premiére série d’appels de longueur n si les n premiers appels concernent le méme produit et
le (n 4 1)-iéme appel concerne l'autre produit. On note :

* X 4 la variable aléatoire égale au nombre d’appels nécessaires pour obtenir le premier appel concernant le
produit A;
* Xp la variable aléatoire égale au nombre d’appels nécessaires pour obtenir le premier appel concernant le
produit B;
* L la variable aléatoire égale a la longueur de la premiere série d’appels.
Par exemple, si les 3 premiers appels concernent le produit A, les 2 appels suivants le produit B, les 4 appels
suivants le produit A, ... on symbolisera ces appels sous la forme AAABBAAAA....Danscecas,ona X4 =1,
Xp=4et L=3.
1. (a) Donner la loi de X 4. On précisera X () ainsi que P(X4 = k) pour k € X 4(Q).

Une réponse argumentée est attendue.
Donner l'espérance F(X 4) et la variance V(X 4) de X 4. En déduire espérance de X3, notée E(X%).

(b) De méme, donner la loi de Xp, ainsi que son espérance E(Xpg) et sa variance V(Xp). En déduire
I'espérance de X%, notée E(X%).
2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
(a) Décrire I'événement (L =n) N (Xp =n+ 1) a aide d’une succession de lettres A et B.
Décrire I’événement (L =n) N (X4 =n+ 1) & aide d’une succession de lettres A et B.
(b) En déduire expression de P (L = n) en fonction de n et vérifier que :
Vn > 1, P(L=n)=0,8xP(Xa=n)4+0,2xP(Xg=n).
3. A l'aide de la question précédente, montrer que les espérances de L et de L? sont données par :
E(L) = 0,8xE(X4)+0,2xE(Xp),
E(L?) = 0,8xE(X3)+0,2x E(X3).
En déduire la valeur de Pespérance E (L) et de la variance V (L) de la variable aléatoire L.
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Partie 111

On admettra les deux résultat suivants :

+00 L
v e 01, S % = —In(1-2)
k=1

Dans cette partie, on désigne par p un réel de ]0,1[ et on pose g =1 —1p .

k
On consideére la suite (ux)gen~, définie par uy = — A
k1n(p)
1. (a) Vérifier que la suite (uy)gen~ est & termes positifs.
“+o0
(b) Montrer, que Zuk =1.
k=1

On considére dorénavant une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par P(X = k) = uy.

2. (a) Montrer que X posséde une espérance et la déterminer .

_alg +n(p))
(pIn(p))?

3. Soit k un entier naturel non nul . On considére une variable aléatoire Y dont la loi, conditionnellement &
Pévénement (X = k), est la loi binomiale de paramétres k et p.

(b) Montrer également que X posséde une variance et vérifier que : V(X) =

(a) Montrer que Y(£2) = N puis utiliser la formule des probabilités totales, ainsi qu'un des résultats afin
de montrer que :

P(Y=0)=1+ Ll(i (;)Q)

k k—1
(b) Aprés avoir montré que , pour tout couple (k,n) de N* x N* on a : %) = ﬁ, établir que, pour
n

tout entier naturel n non nul, on a :

En déduire , grace a un des résultats admis, I’égalité :

n

q
PY=n)=———"+——
Y )
—+o0
(¢c) Vérifier que l'on a Z PY=k)=1.
k=0

(d) Montrer que Y posséde une espérance et donner son expression en fonction de In(p) et q .

_alg+ (1+q)In(p))
(In(p))?

(e) Montrer aussi que Y posséde une variance et que l'on a : V(Y) =

Exercice 3

In(1 "

1. Pour tout n € N, on définit la fonction g, : [0, +00[— R par : g,(z) = (1254_;:;2)
x

1

T (4o
Préciser la limite de gy en +o00, donner ’équation de la tangente en 0, et donner ’allure de la courbe
représentative de gg.

(a) Etudier les variations de la fonction go, définie sur [0, 400 par : go(x)
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(b) Pour n > 1, justifier que g, est dérivable sur [0, +o0o[ et montrer que :
Vz € [0, o0, g () >0 <= n>=2In(l+az).

En déduire les variations de la fonction g, lorsque n > 1 et calculer soigneusement liIJIrl gn(2).
Tr—r+00

(¢) Montrer que, pour n > 1, g, admet un maximum sur [0, +oo[ qui vaut

n
M, = (2) et déterminer lim M,,.
2e n—-+o0

—+o0
2. On pose pour tout n € N, I, = / gn(t)dt.
0

(a) Montrer que l'intégrale I est convergente et la calculer.

(b) Montrer par récurrence et a 'aide d’une intégration par parties que pour tout entier n > 1, U'intégrale
I,, est convergente et que I,,11 = (n+ 1)I,.

(¢) En déduire que : Vn € N, I, = nl.

0 siz <0
3. Pour tout n € N, on définit la fonction f, par : Vx € R, f,(z) = 1 )
— n () siz>=0
n!

(a) Montrer que pour tout n € N, f,, est une densité de probabilité.

On considere & présent, pour tout n € N, X, une variable aléatoire réelle admettant f,, pour densité.
On notera Fj, la fonction de répartition de X,,.

(b) Que vaut F,(z) pour x <0etn eN?
(c) Calculer Fy(z) pour x > 0.
1 (In(1 +x))k
K 14z
(e) En déduire une expression de F,(z) pour > 0 et n € N* faisant intervenir une somme (on ne
cherchera pas & calculer cette somme).

(d) Soit x > 0 et k € N*. Montrer que : Fy(x) — Fr_1(x) =

(f) Pour z € R fixé, déterminer la limite de F,(x) lorsque n tend vers +oo.

4. Pour tout n € N, on note Y, = In(1 + X,,).

(a) Justifier que Y;, est bien définie. Quelles sont les valeurs prises par Y;, ?

(b) On note H, la fonction de répartition de Y,,. Montrer que : Vo € R, H,(x) = F,(e* — 1).
(¢) Montrer que Y,, est une variable aléatoire & densité et donner une densité de Y,.
)

(d) Reconnaitre la loi de Yp.
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