ECO 1 LMA Mathématiques Le 17 mai 2016

EB N°© 2

Durée : 4h

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part importante
dans 'appréciation des copies.

Exercice 1[Questions basiques]

2 1
du cours, chapitre 2).
2. Soit f définie par f(z) = zIn(1 — 2x).

1
1. A:<3 1>.3><1—1><2:17é0doncAestinversibleetA121

1 -1 1 -1
<_2 3) = (_2 3> (formule

—_

1
(a) f est définie si et seulement si 1 — 22 > 0 donc si et seulement si 3 > z. Donc, | Dy = } —00; 3 [ .

(b) Pour x € Dy, | f'(z) =1 x1In(1 —2z) + =z

(on ne demande pas de simplifier davantage...)

1-2z
(¢) lim 1—2z=+4oc0et lim In(y) = +oo. Donc, par composition de limite, lim In(1—2z) = +o0.
T——00 y—r—+00 T——00
Donc, par produit de limites, | lim xIn(1 —2z) = —co|.
r—r—00
De plus lim 1 —2z =0 et lim In(y) = —oo. Done, par composition de limite, lim In(1 — 2z) = —oco.
z—>% y—0 m—)%
Donc, par produit de limites, lirn1 zln(l —2z) = —oc0|.
T—3

d) f(z)=r<ezln(l-2z) =2 < z(In(1 —22) — 1) =0.

1—
© = x. Les

Onadoncz =0ouln(l—-2z)—1=0<mn(l-2z)=1<1-2r =¢ <

deux solutions sont bien dans l’ensemble de définition de f (qui est ici le domaine de résolution de

1—
Péquation). | S = {TG;O} .

1
3. Soit (un)nen définie par ug = u; = 1 et, pour tout n € N, uy 40 — upt1 + 7un = 0. C’est une suite linéaire

1 1
récurrente double. On commence par résoudre 2% —x + 1= 0, ce qui donne A = (—1)2—4x 1x (— Z) =0

1 n\" n\"
puis g = 3 Dong, il existe deux réels A et u tels que, pour tout n € Nu,, = A (5) + un (5) .
. . , . - Atp o
Enfin, en se servant de 1’énoncé et de 'expression précédente, 1 = ug = A et 1 = u; = 5 d’ou
n\" n\" 1 , ) o
A=pu=1let|u, = (5) +n (5) . Comme —1 < 3 < 1 et par croissance comparée pour la limite du
deuxieme terme, on a| lim wu, =0|
n—-+oo
1 : — — 1 2 ) - _
4. Comme P(A) =P(B) = 30 on obtient P (4) =P (B) =1— 3= 3 Puis, onaP(AUB) =P (ANB) =
S 22 |4
P(AP(B)==-==—-|
@E@) =22

On peut aussi calculer P (A U B) via la formule du crible et en utilisant I'indépendance de A et B, puis
passer au contraire.
5. Les noms des événements ci-dessous sont naturels par rapport a 1’énoncé.
P(UxNN 41
%. Or, P(UsNN) = P(U)Py,(N) = 1= & Papplication numé-

rique étant justifiée par I’énoncé (répartition des boules, 4 faces sur 6 donnant Us et équiprobabilité dans
chaque cas).

On veut calculer Py (Us) =
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De plus, la formule des probabilités totales appliquées & N avec le systéme d’événements complets (Uy, Uz)

1 22 1
donne : P(N) =P (Ui NN)+P({UzNN) =P(U,)Py, (N) + 6= 63 + 5= % Finalement, on obtient
1
= 118 |3
Py (U)=L4 =-—+HZ%

Exercice 2

1. (a) Sauf pour la premiére partie, quand il a gagné la partie précédente, il mise sur 3 numéros parmi 12
équiprobables. Donc la probabilité qu'’il gagne est p (A,4+1/4,) =3/12=1/4
Quand il a perdu, par contre, il ne mise que sur 2 numéros donc la probabilité qu’il gagne est
p (An+1/A_n) =2/12=1/6
Comme (An,A_n) est un systeéeme complet d’événements alors

p (An-‘rl) = D (An-‘rl/An) -p (An) +p (An-l-l/A_n) vy (A_n)
= P+ 2 (@)
1 1

(1= p(A40) = 750 (4n) + 3

==

= An
1P (An) +
et on a donc bien : i

L+
Pnt g

Vi € N* ppyt =
nmEN Pt =4

1
(b) Cette suite est arithmético-géométrique. On détermine donc un réle ¢ tel que ¢ = 3¢ + 6 e =11

On définit alors la suite u par : u, = p, — c et on a pour tout entier n > 1 :
B BRSO S WS S
Untl =Pnat = €= oPn T = (19675 )) T Wn T 9T ptin

la suite u est géométrique de raison 1/12 donc pour tout entier n > 1 :

B L n—1 B i n—1 73 B L n—1 173
n =\ 12 =1\ 12 =17 ) 7 \12 111
3 /1 2

n—1
2
Pn = unJFCﬂ(E) Jrﬁ%ﬁquandn%Jroo

11
2. Soit k € [[1;n]], on note By ’événement : "le joueur gagne une seule fois au cours des n premiéres parties
et ce gain a lieu & la k%™ partie”

car <1

(a) En notant P, = Ay, '’événemenet "il perd la k™ partie” on a :
B,=PiNPN...P,_1NAn
et
p(Bp)=p(P1) p(P2/P1)...p(Poct/PIN PN ... Ppu) - p(An/PrN Pa0 .. Pya)

le conditionnement précise qu’a partir du second jeux, le joueur ne mise que sur 2 jetons donc la
probabilité de perdre est de 10/12=5/6

9 5 5 1 3/(5\"%1
By)=— =...—-==—-|= —
PBr)=13"5"5 6 4<6> 6

(b) VERIFIER pour le premier tirage qui est particulier

De méme

By,=P NP,N---NA,N Py N---NPn
p(Bk):p(Pl)p(Pg/Pl)p(Ak/PlﬂPkfl)
-p(P]H_l/Plﬂ...Pk_lﬂAk)...p(Pn/PlﬂPgﬂ...Pn_l)
~35 5135

S| Ut
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avec p(P1) = 3/4, p(Ar/PiN...Py_1) = 1/6 car ayant perdu au tour précédent, il ne tente que 2
numéros et p (Pyt1/P1 N ... P,_1 N Ag) = 3/4 car au tour précédent il avait gagné.
Les n — 3 autres jeux se font avec 2 numéros et la probabilité de perdre est donc de 5/6.

3 2 1 5 n—3
Doncp(By)=1|-) -=-| = our k € [[2,n—1

pe=(3) 5 (3) vowkelza-u
Et pour p(B;) on aura un gagnant et un perdant avec 3 numéros tentés et tous les autres perdants
avec 2 numéros.

e - (). (2)"

Ici, le nombre de gain ne suit pas une loi binémiale (les résultats ne sont pas indépendants et la

probabilité change avec les jeux)
n

En notant B le fait de gagner exactement une fois, B = U By, la réunion étant disjointe,
k=1

worm=Sro=5 () E Q) ()16

k=1

Exercice 3

On consideére la famille de fonctions (fy,)nen« définies sur | — 1, +o0[ par :

fu(z) = 2" In(1 + ).

1. Etude des fonctions f,.

Soit n € N*. On note h,, la fonction définie sur | — 1, +-o00[ par :

() = nln(1 .
(2) = nIn(1 +2) + ——

1. h,, est dérivable sur | — 1, 400] comme composée et quotient de fonctions dérivables et

n l1+x—2z n+1+nx

Et comme z > —1 on a nx > —n et h, (x) > 0.

Donc h,, est strictement croissante sur | — 1, +00]

2. On a : hy(0) = 0, et comme h,, est strictement croissante, sur | —1,0[ on a :

‘hn<()sur]71,0[et sur]0,+oo[onahn>0‘

3. Etude du cas particulier n = 1.

(a) fi(z) =aIn(l+ z).

La composée de  — 1 + x dérivable sur | — 1, 400[ & valeurs dans |0, +oo[ ot In est dérivable.
Et x — x est dérivable sur R donc f,, est dérivable sur | — 1, +o0]

fil@)=In(1+z)+ = hy ()

1+

(b) Donc f; est strictement décroissante sur | — 1,0[ et strictement croissante sur ]0, +o0.

4. Soit n € N*\ {1}.
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(a) Comme n € N*| la fonction @ — ™ est dérivable sur R (la formule pour dériver serait différente pour

la puissance 0) donc (produit et somme ) f, est dérivable sur | — 1, +0o0]
fl(x) = naz" 'In(14z)+ LA 2" nln(142) + a
" 1+ 1+
" hy, (2)
(b) Donc si n est pair, n — 1 est impair donc
T -1 0

T -1 0
fin (1) - 0 + Iy (2) - 0+
T S an ! + 0 +
n pair : I + 0 + n impair : @) 0 ¥

/400 2
n (T “+00 “+00
) . 2 @) S,
—c0 N

En -1, 2™ — +1 si n est pair et " In(1+ z) - —oo et 2™ In(1 + z) — +oo si n impair
En +o0: 2" In(l +z) —» 400

2. Etude d’une suite.

On considere la suite (Uy,), oy~ définie par :

U, = /01 folz) da.

a. Calcul de U;.

1. Pour comparer, on met les deux expressions sous la méme forme (méme dénominateur) en réordonnant
par rapport aux puisances de z :

¢ ar’*+(b+a)r+b+c

b =
ax -+ +x+1 r+1

On a donc 'égalité sia=1etb+a=0etb+c=0soita=1,b=—-letc=1
Une autre rédaction est de chercher ces coefficients au brouillon et de constater que :

14 1 x?
xr — _ =
z+1 x4+1
et donc que a =1, b= —1 et ¢ =1 conviennent
2. On peut alors déterminer une primitive (la fonction intégrée est continue sur 'intervalle d’intégration) et
z+1>0
1,2 1 1 2 1
/ T dr = / <x1+ >d$[$—x+ln(:p+1)
o r+1 0 z+1 2 5—0
1
= In(2)—=.
n(2) - 5
3. On a

1 1
U1/0 fl(x)dx/o zln (14 z)dx

et en intégrant par partie (on dérive le In pour le faire disparaitre)

1
uw(z) =In(1+z), ude classe C*! sur [0,1], v’ (z) = T
T
v' (z) = 2, v est continue v (z) = 22 /2
2 Pt e m2 1 (' 2
U, = {z—ln(lex)] —/ T =) —/ T i
2 o S 2a+a) 2 2, 1+a
1
4
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b. Convergence de la suite (U,,)

neN**

1. Pour monter que la suite (Uy,), cy- st monotone, il suffit de comparer U, et Uy 1.

4. Et comme

Comme ce sont des intégrales, on compare leurs contenus sur [0, 1] :
"t — " = 2" (z — 1) < 0 pour tout x € [0,1] et comme In (1 +x) > 0 sur [0,1] (car 1 +z > 1) donc
2" In (14 2) < 2"In (1 + ) et comme 0 < 1 (ordre des bornes) on a alors

1 1
/ x"“ln(l—l—x)dq}g/ 2" In(1+ x)dx
0 0

et Un+1 S Un

Conclusion :|la suite U est décroissante|

. Toutes ces intégrales sont positive ou nulles car le contenu est positif et les bornes sont en ordre croissant

Donc U est décroissante et minorée par Odonc convergente.

. Pour encadrer 'intégrale, on encadre la encore le contenu. Pour obtenir —— on conserve le 2" dans cet

encadrement. On se contente donc d’encadre le In : i

Sio<z<lalorsl <14z <2etcomme In est strictement croissante sur |0, +oo[ et que 1, 1 + x et 2
en sont éléments, In (1) <In (14 2z) <In(2).

Comme 2" > 0 alors 0 < 2" In (1 + ) < z™1n (2)

Enfin comme 0 < 1:

gt ] ' (2
0

1 1
Og/0 x"ln(l—i—x)dxg/o 2" 1n (2)dz =In(2) [n+1 ]

In2
n+1

Conclusion : |Vn € N*: 0 < U,, <

In2
- — 0, | par encadrement U,, — 0
n -+ 1 n—+oo

c. Calcul de U,, pour n > 2.

Pour z € [0,1] et n € N*\ {1}, on pose :

Sp(x)=1—a+2% 4+ -+ (=1)"2" = i(—l)kxk.

1. Comme —x # lon a:

n n n+1
Su() = Yt =Yyt = EL
k=0 k=0
_ 1 (_1)n+1$n+1
T 1tz 1+
1 (71)nzn+l

1—}—95Jr 1+

2. On a donc en intégrant I’égalité précédente sur [0, 1] :

/O1 i(—l)kxkdx = (—1)k/01xkdx = i(—nk [ZTJ:_O

n
k=0 k=0
n
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d’une part et d’autre part

1" 1 1 (_1)nxn+1
R _
/OZ( Vatda /0(1+:c+ Tz )d:z:

1 1 1zn+1
= d 1" d
/0 ) /0 Tra

(14 + (1" |

d
1+x .

11.n+1
= In2 1" d
w2+ (- [ e

n o 1\k 1, . n+1
(=1) :1n2+(71)"/ i dzx.
0

et finalement

P k+1 1+x
~ (="
3. On reconnait dans la formule proposée Z Pl On fait donc apparaitre dans l’expression de U, la
k=0

1 xn—i—l
quantité / dx :
0

1+x
On a
1
Un:/ 2" In(l+ z)dx
0

1
avec u (z) =In (1 + z), u est de classe C! sur [0,1] et v/ (x) = .
x
:L.nJrl
et avec v’ () = 2™ continue on a v (x) = 1 donc en intégrant par parties :
n
U, — {x"“ In (1 +w)]1 B /1 B
n+l w0 Jo (n+1)(1+2)
In2 1 /1 antl
= — dx
n+1 n+1)/, 142
et de .
n -1 k n+1
Z( ) :1n2+(—1)"/ L
k+1 0o 1+
k=0
on tire
1 n+1 n (_1)k
x
de = (-1)" —In2
/01+:c$ (=1) L;)kH n]

d’ou finalement

Exercice 4

On considére, pour tout n € N*| la fonction polynomiale P, : [0,4+o0o[— R définie pour tout = € [0, +oo],
par :
2n
(71)]{:6]6 1.2 75627171 x?n
Py(z) = =+ 4 T
n(®) I; rhy et T Ty

I. Etude des fonctions polynomiales P,
1. Montrer, pour tout n € N* et tout = € [0, +o0] :

2 —1

r+1

Pl (z) = ou P/ désigne la dérivée de P,
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2. Etablir, pour n € N*, les variations de P, sur [0,4o00[ et dresser le tableau de variations de P,.
3. Montrer, pour tout n € N* : P, (1) < 0.
(a) Vérifier, pour tout n € N* et tout = € [0, +oo] :

1 x
Pn _ P’n, 2n+1 -
+1(2) (@) + o il o

(b) En déduire, pour tout n € N* : P,(2) >
5. Montrer que, pour tout n € N*, I’équation P,
seule notée x,, et que :

0.
() = 0, d’inconnue z € [1, +o00[, admet une solution et une

1<z, <2

6. Ecrire un programme en Scilab qui calcule une valeur approchée décimale de xo & 1073 prés.
II. Limite de la suite (xn)nen-

1. Etablir, pour tout n € N* et tout « € [0, +oo] :

thnil
Pn(w):/ dt
o t+1

Int2n71 117152"
/ dt:/ dt
L t+1 o t+1

3. Démontrer, pour tout n € N* et tout ¢ € [1, 400 :

2. En déduire, pour tout n € N* :

" —1=n(t* 1)

T t2n71
/ dt > Z(z, —1)2,
L t+1 2

4. En déduire, pour tout n € N* :

puis :

[N
—_
=

[\

O<zp,—1<

5. Conclure quant & la convergence et a la limite de la suite (2, )nen=.

exercice 4 On considére, pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, : [0,4+00[— R définie pour tout
x € [0, +o0[, par :
2n
(71)k$k 1.2 7$2n71 x?n
P, = —_—t = — .+ —
n(®@) ; 2 SN T

I. Etude des fonctions polynomiales P,

d k
1. Pour £ > 1 on a pour tout z € R : di = k2"~ donc
T
2n 2n
-1 kk/’ k—1
Pl (z) = Z % :Z (=1)Fzh=1 réindexé h=k —1
k=1 k=1
2n—1 2n—1
= D ()t =-3 ()"
k=0 k=0
(—2)*" =1 a?—1
= — = — 1
—x—1 z+1 car —a #

2. P/ est du signe de 2*" — 1 et comme 2n > 0 la fonction z — 22" — 1 est strictement croissante sur R™ (et
strictement décroissante sur R~ puisque 2n est pair) donc

T 0 1 400
22 — 1 -0 S+

P! (x) — 0 +

Po(@) |0 N P.(1) /A 400

2n 2n 1

en+ooona'P(x)*fz+ﬁ+ +£+$——12n<7x2"*1+5027 4 +£+—)%+oo
o n - 2 2n—1 2n 2 2n—1 2n
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3. Comme P, (0) = 0 et que P, est strictement décroissante sur [0,1] alors P, (1) < P, (0) =0
4. (a) Pour tout n € N* et tout = € [0, +o0] :

2(n+1) (—1)kzk 2n (—1)kghk  (—1)2n+lg2ndl (_1)2n4252n42

P, - -
(@) ; l; k * 2n +1 * 2n + 2

1 x
— Pn 2n+1 [
(@) +2 il o

(b) On a donc en particulier pour z =2 :

1 2
P,i1(2) = P,(2) + 2271 —
+1(2) (2) + 1 22

12
2n+1 " 2n+2  (@2nt1)(n+l)
Comme de plus P; (2) = —% + % =1 > 0 alors pour tout entier n >1: P, (2) > P1(2) >0
5. On tutilise alors le théoréme de bijection :
P, est continue et strictement croissante sur |1, 2] donc bijective de |1, 2] dans Jlim; f, f (2)] =]/ (1), f (2)]
Or f(1) <0< f(2) donc 0 €]f (1), f(2)]

Et l’équation P, () = 0 a une unique solution x,, € ]1,2]

Et comme > 0 la suite (P, (2)),,cy- est alors croissante.

Et comme P, est strictement croissante sur [1, +oo], elle n’a pas d’autres solutions sur cet intervalle.
Donc pour tout n € N*| I'équation P,(z) = 0, admet une solution et une seule notée x,, sur [1,+o0[ , et
1<z, <2
6. On programme la méthode de dichotomie pour programmer le calcul de x5 & 1072 pres :On utilise pour
raccorcir les calculs que P (z) = —v = 2%/2 — 2% /3 + 2t /A =2 [-1+ 2 (1/2 + 2 [-1/3 + x/4])]
program approche;
var a,b,c:real;
function p(x:real):real;
begin
pi=x* (~1+x(1/2+x(-1/3+x/4)));

end;

II. Limite de la suite (xn)nen-

1. On a vu précédemment que pour tout n € N* et z > 0: P, (z) = x;:_—l . P, est donc la primitive dont
on a besoin pour 'intégrale :
T —1
| 5@ = mos-P@-ro
= P (z)
Tn 20 _

= 0 et par Chasles 01 tZ:;ll dt+ [ t?rll dt =0

2. Pour tout n € N* on a P, (z,,) :0donc/
o t+1

Int2n71 1t2n71 117t2n
/ dt:—/ dt:/ dt (1))
L b+ 1 o t+1 o 41

3. On étudie les variations de la différen,e : Soit f (z) =t*" —1 —n(t? — 1). f est dérivable sur R et
[/ () = 2nt? ! — 2nt = 2nt (2772 — 1).
et pour n > 1 on aura 2n — 2 > 0 donc si t > lalors t27=2 > 127=2 d’ott ' (t) > 0
Donc pour n > 1, f est croissante sur [1,4o0].
De plus f (1) = 0 donc pour tout t € [1,4+o00[ : f(t) >0 et

d’ou

" —1>n(t* - 1)

page 8



ECO 1 LMA Mathématiques Le 17 mai 2016

4. On a alors tout n € N* et pour ¢ > 1
-1 _n(t*-1)
>
t+1 — t+1

comme 1 < z,, (bornes de l'intégrale croisssantes)

g2 T (2 -1 & t—1)%]"
/ dt / ZL—lﬁz/ n(t—1)dt =n| =D
1 t+1 1 t+1 1 2

1

Y

2
- n (xn — 1)
- 2
que lon réintroduit dansl’équation du|(1)| pour obtenir :

2 11 420
n(z, —1) < / 1-—t¢ gt
2 o t+1

intégrale que ’on majore & nouveau par 1 — t2" < 1 d’ott (bornes croissantes)

flt%ﬁ</11dtu@+m11@)
R —— = |In = In
0 t+1 ~Jo t+1 0

d’ou finalement :

car x, —1 >0

5. Et par encadrement x,, — 1 — 0 et donc x,, — 1 quand n — 400
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