ECG1 Mathématiques Le 10 octobre 2022

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N°© 1

Exercice 1

1. Soit n un entier naturel non nul.

1 1
(a) On a, pour tout k € [n + 1;2n], z > — car la fonction inverse est décroissante sur ]0;+oo[ et
0< k< 2n.
2n 1 2n 1 2n 1 1 1
(b) T résulte de 1) que Z z > Z o Ainsi Z Z >n X 2n = 3
k=n+1 k=n+1 k=n+1
2. (a) Soit n un entier naturel non nul et xy,...,z, des éléments de [0;1].
i. Pour tout x € [0;1],2(1 —z) > 0carz >0et 1 —z > 0.
ii. Ona:

xl+--~—|—scn:x%+--~+wi©zxi=sz
i=1 i=1
@Z(mi—xf):O
i=1
@Zl‘i(l—$i):0
i=1

Or, z; (1 — ;) > 0 pour tout ¢ € [1;n], d’apres i., donc Vi € [1;n],z; (1 — z;) = 0 car une somme
de nombres positifs est nulle si, et seulement si, tous ses termes sont nuls.
Ainsi : Vi € [1;n],x; € {0;1}.

(b) Soit n un entier naturel non nul et o, ..., z, des éléments de ]0;1] tels que zg < ... < zy,.

On veut montrer qu’il existe i € [0;n — 1] tel que z;41 — x; < —.
n

1
On suppose que pour tout ¢ € [0;n — 1], 41 — 2 = —
n
1 n—1 n—1 1
i. On a, d’aprés notre hypothése : Vi € [0;n — 1], ;41 —x; = —, d’ou (Tig1 —x4) = Z —.
n n
i=0 i=0

Donc x,, — 29 > 1. Ainsi ,, > z0 + 1

ii. Comme xg > 0, il découle de i. que on z,, > 1. Ceci est absurde car z, < 1.

On en conclut qu’il existe ¢ € [0;n — 1] tel que z41 — 2; < —.
n

Exercice 2

1. (a)

n 32k—1 3 n 32(k—1)
; 23k+2 » Qk+2 925 % 03 £ 93(h=1) x gR-1
n 9k,—1

1
:25 x 35 Z 8k*1 X gkfl
k

=1

k
= Z (8) (changement d’indice)

k
11-(1/8)" 8 1
— - 1— —
65 1-—1/8 7 x 65 8n
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(b)

Z k(k—2) Z (k 4+ n)(k + n — 2)(changement d’indice)

~
Il
=

M:

(k* + (2n — 2)k + n(n — 2))
k

Il
<

M=

k? + (2n — 2)

p%:

k+) n(n-2)

0 k=0

n

e
I

0

_nn+ 1)6<2”+ ) +(n—1)n(n+1)+ (n+ 1)n(n - 2)

—n(n+1) (

=~
I

2n+1

+n—1+n—2)

2n+1

n(n+1)< +2n3>

Donc 22" k(k—2) = n(n + 1)(614n - 17).

(k+2 . . .
) Ona: Z In <k—i)-3)) ;[ln(kz(k +2)) —In((k + 1)(k + 3))](somme télescopique).

Donch(]m) In(1(1 +2)) — In((n + 1)(n + 3)).

Ainsi Z In (%) =In(3) —In((n + 1)(n + 3)).

2><32’f1 2x31x32k ox3lxogk Tox3l 2 2\"
2 (a)H gk+2 :H axor ~ U —gre =1l = H35<35>

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
2n 2n 2n
o [[er+1 o [Tek+1) []e@r niny
k=0 k=0 k=1 n :
(b) Ona JJ(2k+1)=2=—— Or 1:[(2k+1): — = S (an) et 1:[(2k+1):
k=n [[ek+ny  *=° 1Tk =
k=0 k=1
n—1 n
[T@k+1) [k
k=0 k=1 (2n)!
n ~ 9npl
[1 ek
k=1
Donc )
- Cnl(dn+1)!x 2" pl(dn+1)!
L e (T S T GO
(c) H <k]ik++12 ) H (k+ 1) H < ) ( produits telescopiques)
k=1 k=1 k=1
_ 1 n+2
T on+ 1 2

k(k+2)  n+2
kl;[l (k+1)2  2(n+1)

3. (a) ) 2022 =2022n°

1<i,j<n

Donc
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Z (i+j)= Z i+ Z j

1<i,g<n 1<i,g<n 1<i,g<n

_22

1<i,j<n

n n
2222' X Z 1
i=1 j=1

(car i et j jouent un réle symétrique )

Donc Z (i+4) =n2(n+1)

1<i,j<n

Z (i+4) = Z i?4+2 Z ij + Z Jt

fshasn A Iij<n 1< j<n
J— .2 L.
=2 Z 2 E (car
IShasn 1<’J<" 1<ij<n
=2 ) i +2§ § j
1<i,j<n i=1 =1
n2(n+1) 2n+1 n2<n 1

2 1 1
e (B e)

Donc Z (i+5)= n(n+ lé(7n+5)
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—~

.
Il 3
o

.

_|_
Il 3
o

—

Z max(i,j) = Z max(i,j) + Z max (1, j)

1<i,j<n 1<i<i<n 1<j<i<n

= > g+ Y i

1<i<ji<n 1<j<i<n

=> 2+ (i1
j=1 i=2
:f:ﬁ +§n:(z' —1)i
i=1 i=1
:zn:iZ +zn: (% —4)
T
=2 i* =Y i
=1 =1
n(n+1)2n+1) n(n+1)
3 2

=n(n+1) (2”; L ;) .

n(n+1)(4n —1)

k=1 ) = k=1
n—1 -1
" (nk >1k><1n—1—k:_n(1+1)n—1
k=0
Donc I = n2™ !
"1 n "1 k+1/n+1 1
Jk_0k+1(k>;ok+1n+1(k+1> n+1
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1 n+1 +1 1 n+1 11
Apres changement d’indice on obtient : J = e Z ( n & ) = T (Z( Z ) — 1) or

k=1 k=0
n+1 n+1
n+1 _ n+1 k n+l—k _ on+1
z( ' >_Z<k )1><1 )
k=0 k=0
2n+1_1
Donc J = ——
n+1

Sin=1alors K = 1.

Sin>1lona:
n

e=yenoe () =g (301)

k=1

n—1
Apres changent d’indice on obtient : K = Z ( Zﬁ L ) (—DF1 R = (1 )" =0
k=0

Nk &~ (k+1)—1
kZ:l(lle)!_k:1 (k+1)!

o~k 1 1 , .
Ainsi Z G Z (kz' - U‘/"Fl)') (Somme télescopique) .

k=1
E+1\ [k k
3(a)Ona(p+1>—(p+1)+(p>.
Dot kN _(k+1\ [k _ _ [k
ou v )=\ psa P41 = Q41 — Qf avec ap = 1 )
Ona:Z(ﬁ): (ak4+1 — ai) d’aprés ce qui précede. DoncZ(ﬁ):anH—ap.
k=p k=p k=p
+1 p
Oranﬂ—( +1>etap:<p+1):0
- k\ ([ n+1
DonckZ(p)<p+1>.
=p

On a, pour tout k € [p;n] :

(5 ) F) A0

e ()

Donc (Vke[[p;n]], k2:a( g)—i—b( lf ))@a:2 et b=1.
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(b) On a
se=y(5)+ (1)
=3(5)x(7)
=2 (3)x(1)
—2 ”;)Ll )+<"‘2H )(d’apres 3.()
4 Unx (1) (n+Dn
3x2x1 2x1

_n(n+1)(2n+1)
B 6

Exercice 4
L. (a)(k+ k! = (k+1)!
(b)(k + 2)(k + 1)kl = (k + 2)!
2. (a) On a, pour tout k € [L;n], (k+ 1)! — k! = (k+ Dkl — k. = ((k + 1)k!) = k x k!

Donc S, = » ((k+1)! — k)
k=1
(b) S, est une somme télescopique, d’ou S, = (n+ D! —1l=n+1)! -1

3. (a) On a, pour tout k € V* (k+2)(k+1) -2k + 1)+ 1 -k =k>+3k+2 -2k -2+ 1 -k =k*+1

(b) On a, d’apres 3) (a) : T), = (K +1) x k! = Z((kz +2)(k+1)—2(k+1)+1—k) x k! d . Par linéarité
k=1 k=1
on obtient :
To=> (k+2)(k+ DK =2 (k+ DR +Y K= kxkl=> (k+2)1=2> (k+1)+> k-
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(c) I1 découle de 3)(b) que T,, peut s’écrire :
=D ((k+2)! = (k+ 1))+ ) (k! = (k+ 1)) — S,
k=1

Par télescopage on obtient :
T,=mn+2)-21+1l-(n+1)N =S, =n+2)—(n+ 1) -1-25,.
d) On a, d’apres 2) (b), S, = (n+1)! =1, d’ou :

Tho=mn+2)!=n+1)!=-1-(n+1)!-1)
=n+2)!-2n+1)!=n+2)x (n+1)!-2(n+1)!
=n+Dn+2-2)=(n+1)n

4. Redémontrons le résultat de 3) (d) par récurrence.

1
Initialisation : Pour n=1,7, =Y (K> + 1)kl = (1> +1) x 1! =2et (n+ )ln=(1+1)! x 1 =2.
k=1

d’ou T, = (n+1)n pour n = 1.
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Hérédité : Supposons que pour un entier non nul n, T, = (n + 1)In. Montrons T,,11 = (n + 2)!(n + 1)
n

En ,, effet, T, 41 = Z (k:2 +1) x k! + ((n+ 1) + 1) x (n+ 1)! et par hypothese de récurrence on obtient :
k=1
Toy1=m+Dn+ ((n+1)°>+1) x (n+1)!

Soit Tp1 = (n+ 1! (n+ (n+1)>+1) = (n+ 1)! (n® + 3n + 2)
Or,n*+3n+2=n+2)(n+1),dot Thy1 = (n+1)(n+2)(n+1).
Donc Ty,41 = (n+ 2)(n+1).

Conclusion : Vn € a)*, T, = (n+1)In
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