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La présentation, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

L'usage de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule l'utilisation d’'une regle graduée
est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’'énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Exercice 1

On considere la fonction f :]0; +oo[— R définie, pour tout x de ]0; +ool, par :
f(x)=e*—eln(x).
On admet les encadrements numériques suivants :

2,7<e<2,8 7,3<e’<7,4 0,6<In(2)<0,7

PARTIEI : Etude de la fonction f

1. (a) Montrer que f est deux fois dérivable sur ]0; +oo[ et calculer, pour tout x de ]0; +ool, f'(x) et " (x).
(b) Dresser le tableau de variations de f’ avec la limite de f’ en 0 et la limite de f’ en +oo et préciser
.
2. Dresser le tableau de variations de f avec la limite de f en 0 et la limite de f en +oo et préciser f(1).
3. Tracer 'allure de la courbe représentative de f.
4. (a) Ftudier les variations de la fonction  u:]0; +oo[— R, x — f'(x) — x.

(b) En déduire que I'équation f’(x) = x, d'inconnue x €]0; +oo[, admet une solution et une seule, notée
o, etmontrer : l<a<?2.

PARTIE II : Ftude d’une suite, étude d’une série

On considere la suite réelle (i) ,en définie par :
up=2 et,pourtoutndelN, u,i1=f(uy).

5. Montrer que, pour tout n de N, u, existe et u, > 2.

6. (a) Etudier les variations, puis le signe, de la fonction g : [2; +oco[— R, x — f(x) — x.
(b) En déduire que la suite (u;) ,en €St croissante.

7. Démontrer que la suite (#,) ,en admet +oco pour limite.

8. Ecrire un programme en Scilab qui, étant donné un réel A, renvoie un entier naturel N tel que uy > A.



ex
9. (a) Démontrer : Vxe[2;4+o00[, 2In(x)<x< 3
P 6—¢e
(b) Endéduire : VneN, u,. > Tun

1
(c) Déterminer la nature de la série de terme général —.
Un

PARTIE III : Ftude d’intégrales généralisées

1
10. Montrer que I'intégrale f f(x)dx converge et calculer cette intégrale.
0

+00
11. Lintégrale f f(x)dx converge-t-elle ?
1

+00

1
12. Montrer que I'intégrale f ——dx converge.
2 fx)
On pourra utiliser le résultat de la question 9.a.

PARTIE IV : Etude d’une fonction de deux variables réelles

On consideére la fonction F:]1; +oo[2— R, de classe €2 sur 'ouvert | 1; +oo[2, définie, pour tout (x, y) de
]1; +00[?, par :
Fx,y) =fx)+ f(y)—xy.

13. Montrer que F admet un point critique et un seul et qu'’il s’agit de (o, a), le réel o ayant été défini
ala question 4 de la partie I.

14. (a) Déterminer la matrice hessienne de F en (o, o).

(b) La fonction F admet-elle un extremum local en (a, ) ? Si oui, s’agit-il d'un maximum local
ou s’agit-il d'un minimum local ?

Solution.
Partie I

1. (a) festdeclasse % 2 sur R** comme somme de deux fonctions €2 (exp et In). On a alors, pour
toutx>0 : e e
! X 1 X
(x)=e"—— et (x)=e"+—
! X ! x2

(b) D’apres ce qui précede, f”(x) > 0 pour tout réel x > 0. Ainsi, la fonction f’ est strictement
croissante sur R*T*. Par somme, on a

. ! _ . ! _
xlir{)1+f (x) =00 et xl—l»IPoof (x) = +o0

Enfin, f'(1) = 0. On obtient le tableau de variations suivant :

X 0 1 +00

, /+OO
f(x) 0

—00

2. D’apres le résultat précédent, et par continuité, on en déduit que f'(x) <0 pour x €]0;1[ et f'(x) >0




pour x €]1; +oo[. De plus, par somme, on lim+ f(x) = +o0 et, par croissance comparée et produit :
x—0

In(x
lim f(x)= lim ex(l—e ( )):
X—+00 X—+00 ex
On en déduit le tableau de variations suivant :
X 0 1 +00

+00 +00
/
f® \ o /

3. En utilisant le travail précédent, on n’oublie pas I'asymptote verticale x = 0 et la tangente horizontale
enx=1.

AS

12. 1

10. 1

\

4. (a) udeclasse %" sur R™* par somme, et on a, pour tout réel x >0, u'(x) = f"(x) ~1=e*+ 5 - 1.
Puisque, par convexité, on a e* > 1 + x pour tout réel x, on en déduit que

e
u’(x)>x+—2>0
X

Ainsi, u est strictement croissante.
(b) On a, par somme, lim+ u(x) = —oo et par croissance comparée :
x—0

lim u(x)= lim e* (1——
X—+00 X—+00

Ainsi, u est continue (car dérivable) et strictement croissante sur ]0; +oo[. On a u(]0; +oo) =
] — 00; +00l et 0 €] — oo; +00[. D’apres le théoréme de la bijection, 'équation u(x) = 0 admet une




unique solution sur ]0; +ool.
Onau(l)=-1<0etu) =e®— % — 2. En utilisant les inégalités données,

3,9<u(2)<4,15

et donc u(2) > 0. Par stricte croissance de u,onabien1 <a <2.
Partie I1
5. Soit P la proposition définie pour tout entier n par P, : “u, existe et u; > 2".
Py est vraie puisque 1y = 2.
Supposons P, vraie pour un certain entier n fixé. Mais alors, u, existe et u, > 2. Donc f(u,) existe
(puisque u, > 0) et, par stricte croissance de f sur [1;+oo] :

flun) > f(2) =e* —eln(2)

Ore?—eln(2)>7,3-2,8%0,7=5,34>2.Donc U, = f(uy) >2etPyy estdonc vraie.
D’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour tout entier #.

6. (a) gestdeclasse &' sur [2; +oo[ par somme, et pour tout x > 2 :
! ! X e
g =f(x)-1=e —;—1
Or, pour x > 2, on a par décroissance de la fonction inverse :

. e e
soit —— > ——

<e
=2 X 2

e
X
puis, par croissance de la fonction exponentielle :

! 2 €
gx)=>e —§—1>0

Ainsi g est strictement croissante sur [2; +oo[. Or g(2) = e? —eIn(2) — 2 > 3,34 > 0. Ainsi, g est
strictement positive sur [2; +ool.

(b) g étant strictement positive sur [2; +ool, et puisque u,, > 2 pour tout entier n, on en déduit que
pour tout entier n, on a g(u,) — u, >0, soit u,+1 > uy,.
Bilan : u est strictement croissante.

7. u étant croissante, soit elle converge vers une limite finie, soit elle tend vers +oo. Supposons qu’elle
admette une limite finie £. Alors

lim u,= lim wu,.;="¢
n—+oo n—+oo

soit, en utilisant la définition par récurrence de la suite u, et par continuité de f : £ = f(¢) (théoreme
du point fixe), soit encore g(¢) = 0. Or, d’apres la question 64, on a vu que g est strictement positive
sur [2; +ool, ce qui est absurde.

Bilan : u tend vers +oo.

8. Il s’agit donc d’'un algorithme de seuil, puisque la suite tend vers +oco




Programme Scilab 1

input "A=", A // On demande la valeur de A

=2 // valeur de u
0 // rang de n

while u < A // tant que la valeur n'est pas dépassée
u=exp (u) —~%$exlog(u) // calcul de u(n+l)
n=n+1 // passage a n+1

end

disp(n)

9. (a) Rapidement, les fonctions h; : x— x—2In(x) et hy: x — eg—x -
xX=2:
2 e’
Hx)=1-—— et hHx=—-1
100 ney o W=7

Or, sur [2; +oo[, h'(1) > 0 et K’ (2) > 0 (on utilise les valeurs numériques données).
Bilan : pour tout x > 2,ona

ex
2In(x) <x < -

x sont €' sur [2; +o00] et pour tout

(b) Mais alors, pour tout entier n, on a uy,+1 = f(u) = e —eln(uy,). Puisque u, € [2;+00[, on peut

utiliser les inégalités précédentes :
Ltn u
In(u,) < > et e >3uy,

et donc —eln(u,) > —e* etenfin

u, 6-e
Un+1 >3un—67 =5 Un

(c) Lasuite u, étant strictement positive, en utilisant I'inégalité précédente et par stricte décrois-

sance de la fonction inverse sur ]0; +oo[ on a

Up+1 u,6-—e
On peut alors montrer par récurrence que, pour tout entier 7 :
1 2 \"1
0< —<|—] —
Up 6—-e) uy
2

6-e

convergente comme série géomeétrique.

Puisque 3,2<6-e<3,3,onal<

Up

. . - . . 1
Par comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série Z — converge.
Un

Partie 111

2 \"1
< 1. La série de terme général (6—) — est donc




10.

Soit a €]0;1[. On a

1 1
ff(x)dx = fex—eln(x)dx

1

= [ex];—ef In(x)dx
a

= e—e’—e[xIn(x) - x1}

= e—-e—e(-1-aln(a)+a)

(pour I'intégrale en In, on utilise soit une primitive de In, soit une intégration par partie). Puisque
aln(a) — 0 par conséquence des croissances comparées, on en déduit que I'intégrale possede une
limite quand a tend vers 0.

1
Bilan :'intégrale f f(x)dx converge, et
0

1
f fx)dx=2e-1
0

+o0o
11. Remarquons que f est positive et f (x) e * (par croissance comparée). Puisque l'intégrale f e*dx
dlverge, par comparaison d’ 1ntegrales de fonctions a termes positifs, on en déduit que I'intégrale
f f(x)dx diverge également.
1
12. Pourtoutx >2,0ona f(x) = m D’apres la question 9a, on a In(x) < e?)—x etdonc —eln(x) > —ees—x,
soit f(x) > e* —e% =e*(1- ). Enfin, par décroissance de la fonction inverse sur R** :
0< ! < !
Sfw Ter(1-9)
puis
<L <ce® ot L S0
—— < ce ou c=
X f(JC) X 1 _g
+00
Puisque f e "d est convergence, par comparaison des intégrales de fonctions a termes positifs,
2 +00
on en déduit que ——dx converge.
2 fx)
Partie IV

13. Festde classe ¢! sur]1;+oo[? et on a, pour tout (x, y) €]1; +oo[? :

oF OF
G = -y et a(x, N=rfw-
Ainsi (x, y) est un point critique si et seulementsi f'(x) =y et f'(y) = x, soit

e e
ef-—=y et e/——=x
x




En multipliant par x et y non nuls, c’est équivalent a
xe*—e=xy et ye¥-e=xy

D’une part xe* = ye”. La fonction x — xe* étant strictement croissante sur [1; +ool, ceci donne donc
x =y, etdonc f'(x) = x. Ceci étant une équivalence :

Bilan : (x, y) est un point critique de F si et seulement si x = y et f'(x) — x = 0. D’apreés la partie I, ceci
est équivalent a x = y = a et donc (o, &) est 'unique point critique de F.

14. (a) En dérivant,

02 f 02 f 0 f 02 f

) ) = " ) PG ) = " t ) = _1 = )

32 =) [ ) 572 Cy=f) e oxdy (x,y) 3y0x (x,y)
Puisque f’(O() =a,onae®— § = . Ainsi

f"(a)ze“+%:(x+g+%
o a «
Bilan : on a comme matrice hessienne en (o, o) :
3 f//((x) _1
= ( 1@

(b) Le déterminant de H— Al est (f(c) —A)2—1= (f" (o) —A—1)(f" (o) — A +1) et les valeurs propres
sont donc
AM=f"-1 et Ap=f"(@+1

D’apres I'écriture plus haut, on voit que f”(a) > a > 1. Donc les deux valeurs propres sont
strictement positives.
Bilan F admet un minimum local au point (o, o).

Exercice 2

On note E = R,[X] I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2 et 4 = (1,X,X?) la base
canonique de E.

Pour tout polynéme Pde E, on note indifféremment P ou P(X).

Pour tout (a,,Y) € R3, la dérivée P’ du polyndme P = o+ BX + YX? est le polynome P’ = f + 2yX, et la dérivée
seconde P” de P est le polynome P” = 2y.

On note, pour tout polynéme P de E :

aP)=P-XP', bP)=P-P', ¢(P)=2XP-(X*>-1)P.

Par exemple : a(X?) =X?-X(2X) = -X2.
Enfin,onnote f=boa—acb.

PARTIEI : Etude de a

1. Montrer que a est un endomorphisme de E.

2. (a) Montrer que la matrice A de a danslabase ZdeEest A=

[ R
S O O
o



(b) Déterminer le rang de la matrice A.

3. Lendomorphisme a est-il bijectif ? Déterminer Ker(a) et Im (a).

On admet, pour la suite de I'exercice, que b et ¢ sont des endomorphismes de E.
On note B et C les matrices, dans la base % de E, de b et ¢ respectivement.

PARTIEII : Etude de b

4. Montrer que b est bijectif et que, pour tout Qde E,ona : b 1(Q =Q+Q'+Q".
5. (a) Montrer que b admet une valeur propre et une seule et déterminer celle-ci.

(b) Lendomorphisme b est-il diagonalisable ?

PARTIE III : Ftude de ¢

01 0
6. Montrer: C=[2 0 2
01 0

7. Lendomorphisme c est-il bijectif ?

8. (a) Déterminer une matrice R, carrée d’ordre trois, inversible, dont les coefficients de la premiere ligne
sont tous égaux a 1, et une matrice D, carré d’ordre trois, diagonale, a coefficients diagonaux dans
I'ordre croissant, telles que C = RDR™!.

(b) En déduire que 'endomorphisme c est diagonalisable et déterminer une base de E constistuée de
vecteurs propres de c.

PARTIE IV : Etude de f

9. Montrer : VP€eE, f(P)=P.
10. En déduire : (BA—AB)® =0

Solution. Partiel

1. Remarquons que, pour tous polyndmes P et Q de R, [X], et pour tout réel A e R,

(AP+Q)-XAP+Q)’
= AP+Q-XAP -XQ’

= AP-XP)+(Q-XQ)
= AaP)+a(Q)

a(AP+Q)

a est bien une application linéaire. Enfin, si P € R, [X], P est de degré au plus 2, P’ est de degré au
plus 1 et donc XP’ est de degré au plus 2. Finalement, a(P) est de degré au plus 2 et a est bien un
endomorphisme.
2. (a) Remarquons que a(1) =1, a(X) =X -X =0 et a(X?) = X? —X(2X) = —X2. On obtient bien A =
1 0 0
0 0 O
0 0 -1
(b) Puisqu’une colonne est nulle, la matrice est au plus de rang 2. Mais comme les vecteurs colonnes

1 0
( 0 ) et ( 0 | sontlibres (car ne sont pas colinéaires), A est de rang au moins 2.
0 -1




Bilan : A est de rang 2.

3. An’étant pas de rang 3, elle n’est pas inversible. Puisque A est la matrice dans une base de 'endomor-
phisme a, on en déduit que a n’est pas bijectif.
D’apres la matrice A, on en déduit que

Ker(A) =Vect(X) et Im (A) :Vect(l,Xz)

Partie 11
4.

Remarque. — On nous donne b~! ! Il suffit de vérifier.

Notons d : P— P + P’ +P". Constatons que, pour tout polynéme Q deE :
bod(Q) — b(Q+QI+QH) — (Q+Q/+Q//)_(Q+Q/+Q//)/:Q+QI+QH_QI_Q//_QI//:Q_Q(s)
or Q® =0 (car de degré au plus 2). Donc b(Q+ Q'+ Q") = Q et bod = idg. Puisqu’on est en dimension

finie, on en déduit que b est inversible, et que b l=d.

5. (a) Soit A une valeur propre de b, de vecteur propre P # 0. Alors b(P) = AP, c’est-a-dire P — P/ = AP.
En notant P = aX? + bX + ¢, on a alors

aX® + bX+c—2aX - b= \aX? + bX +¢)

Par identification, a = Aa et donc A = 1. La seule valeur propre possible est 1. Remarquons que
b(1) =1 donc 1 est bien valeur propre.
Bilan : 1 estla seule valeur propre de b.

(b) Si b est diagonalisable, sa matrice dans une certaine base est alors, puisque 1 est unique valeur
propre, Is. Dans ce cas, b = idg, ce qui n’est pas le cas.
Bilan : b n’est pas diagonalisable.

Partie III
010
6. On a, rapidement, c¢(1) =2X, ¢c(X) =1+X* et c(X?) =2X. Ainsi, C=| 2 0 2
010
7. Remarquons que C posséde deux colonnes identiques. Elle n’est donc pas inversible. Puisqu’elle

représente ¢ dans une base, on en déduit que ¢ n’est pas bijectif.
8. (a

Remarque. — On demande ici de diagonaliser C, mais expliciter de maniere compliqué.




X
On recherche les valeurs propres de C. On résout alors le systeme CX = AX, avecX=| y |.On

z
obtient alors
y = Ax
2x + 2z = Ay
y = Az

Apres résolution, le systéme est équivalent a

2x — Ay + 2z =0
y - Az =0
(A3 +40)z = 0

Ainsi, les valeurs propres sont les racines de —A3 +4), c’est-a-dire —2,0 et 2 dans I'ordre croissant.
D’apres ce qui précede, on a également

2 -1 1
E_»=Vect|| -2 ||, Eo=Vect 0 et Er=Vect|| 2
1 1 1

Puisque C admet 3 valeurs propres et est de dimension 3, C est diagonalisable (ou alors, la
somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 3, la dimension de I’espace de départ).

-2 0 0 2 -1 1
EnposantalorsD= 0 0 0|etR=[-2 0 2 |, onaalorsC=RDR.
0 0 2 1 1 1

(b) Puisque C est diagonalisable, c est également diagonalisable, puisqu’il s’agit de la matrice de
dans une base de E. D’apres I'étude des valeurs propres de A, on en déduit que la base de
vecteurs propres associée est

E=X>-2X+2,X>—1,X2+2X+1)

Partie IV
10. Pour tout P de E, on a (XP)’ = P’ + XP” par produit. Donc :

boa(P)=bP-XP)=P-XP)=(P-XP') =P-XP' —P'+ (P’ +XP") = P - XP' + XP"
et
aob(P)=aP-P)=P-P)-XP-P) =P-P' -X(P' -P")=P-P —XP' +XP"
et donc
fP)=P-XP' +XP" - (P-P'-XP'+XP") =P’

11. D’apres ce qui précede, pour tout P € E, f(P) = P’. Mais alors, f3(P) = f(f(f(P))) = f(f(P") = f(P") =
P"" =0 pour tout polynome P. Ainsi, f 3 = 0. Or, la matrice de f dans la base canonique est BA — AB,
puisque A et B sont les matrices respectives de a et b dans la base canonique. Ainsi, puisque f3 =0,
on a bien (BA - AB)® = 0.

Exercice 3

On considere une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.



On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante : on pioche une boule au hasard, on
note sa couleur, puis on la replace dans I'urne en ajoutant une boule de la méme couleur que celle qui vient
d’étre obtenue.

Pour tout k € N*, on note :

By I'événement : “on obtient une boule bleue au k-ieme tirage”

Ry 'événement : “on obtient une boule rouge au k-iéme tirage”.

PARTIEI : Simulation informatique

1. Recopier et compléter la fonction suivante afin qu’elle simule I'expérience étudiée et renvoie le nombre
de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages, 'entier n étant entré en argument.

Programme Scilab 2

function s EML (n

b =1 // b désigne le nombre de boules bleues présentes dans 1l'urne

r = 2 // r désigne le nombre de boules rouges présentes dans 1'urne

s = 0 // s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages
for k = 1:n
X rand
if ... then

else
end

end
endfunction

2. On exécute le programme suivant :

Programme Scilab 3
n =10
m = 0

for 1 = 1:1000
m = m+EML (n
end

disp (m/1000

On obtient : 6.657. Comment interpréter ce résultat ?

PARTIEII : Rang d’apparition de la premiére boule bleue et rang d’apparition de la premiere boule
rouge

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére boule bleue et la variable aléatoire Z
égale au range d’apparition de la premiére boule rouge.
2

3. (a) Montrer : VneN*, P(Y=n])=——.
(nm+1)(n+2)



(b) Lavariable aléatoire Y admet-elle une espérance ? une variance ?

4. Déterminer la loi de Z. La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ? une variance ?

PARTIE III : Nombre de boules rouges obtenues au cours de 7 tirages

On définit, pour tout k € N*, la variable aléatoire X;. égale a 1 sil’on obtient une boule rouge au k-iéme tirage et
égale a 0 sinon.

On définit, pour tout n € N*, la variable aléatoire S, égale au nombre de boules rouges obtenues au cours des n
premiers tirages.

5. Donner, pour tout 7 de N*, une relation entre S, et certaines variables aléatoire X pour k € N*.

o]

. Déterminer la loi de X;, son espérance et sa variance.

N

(a) Déterminer laloi du couple (X1,X2).

(b) En déduire laloi de X».

(c) Les variables aléatoires X; et X, sont-elles indépendantes ?
8. Soient n e N* et k € [0, n].

(a) Calculer : PR;N---NRyNBri1n---NBy).

(b) Justifier : P([S, =k]) = (Z)P(Rl N---NRxNBrr1N---NBy),
2(k+1)
n+1)(n+2)
. Montrer que, pour tout n de N*, S,, admet une espérance et : [E(S,) = %
10. Soit ne N*.

puis en déduire : P([S, =k]) =

©

k+2
(@) Montrer : Vke[0,n], Ps,—x(Xp+1=1)=——.
n+3
ES,)+2
(b) Endéduire : P([X;+1=1]) = L
n+3

(c) Déterminer alors la loi de la variable aléatoire X;,;1. Que remarque-t-on ?

PARTIE IV : Etude d’une convergence en loi

On s’intéresse dans cette partie a la proportion de boules rouges obtenues lors des 7 premiers tirages. On pose,

S
pourtoutneN*, T,= iy
n

11. Justifier, pour tout nde N* : Vx<0, P(T,<x])=0, et: Vx>1, P(T,<x])=1
12. Soit x € [0; 1]. Montrer, pour tout n de N* :

_ (Inx] +D(lnx] +2)

<
P(Ty < x]) it Dt

ol |-] désigne la fonction partie entiére.

13. En déduire que la suite de variables aléatoires (T,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire a
densité, dont on précisera la fonction de répartition et une densité.



Solution. Partiel

1. Laprobabilité d’avoir une boule bleue, si on a b bleue et r rouges, est de %. I suffit ainsi de comparer
le nombre aléatoire tiré a la valeur de rand.

Programme Scilab 4
function s = EML (n)
b =1 // b désigne le nombre de boules bleues présentes dans 1l'urne
r =2 // r désigne le nombre de boules rouges présentes dans 1l'urne
s = 0 // s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n
tirages
for k l:n
x = rand/()
if x<b/(r+b) then // cas ou on tombe sur une boule bleue
b=b+1
else // cas ou on tombe sur une boule rouge
s=s+1
r=r+1
end
end
endfunction

2. On effectue 1000 tirages de EML(10), on ajoute tous les résultats dans la variable m, et on renvoie

m/1000 : on renvoie donc la moyenne, sur 1000 tirages, du nombre de boules rouges obtenues sur 10
tirages.

Partie 11

3. (a) Pour obtenir [Y = n], il faut n’obtenir que des boules rouges sur les n — 1 premiers tirages, puis la
boule bleue au n-iéme tirage. Ainsi

P(Y=n]) = P®R;NnRan---NR,_1NB,)
= PR1)Pg,(R2)--Pr,n--R,, Rn-1)Pr,n--R,_, Br) probabilités composées

Puisqu’on ajoute une boule de la couleur tirée précédemment, au k-iéme tirage,ona k—1+3 =
k + 2 boules, et on a

k+1 1
PRiN---NRe_))Ry)=—— et Prn-nr,,Rp)=——

k+2 n+2
et donc
23 n-2 n 1
P(Y=n]) = —-=w—"
34 n n+ln+2
2
= ————— partélescopage

(n+1)(n+2)




(b) Remarquons que, si elle existe, on a

)y O
EY)= ) nP(Y=nD)=) ———
n=1 o1 (n+1)(n+2)
2n 2 . 2, . . . L
Or——— ~ —.Lasérie — étant divergente (série harmonique), par équivalence
(n+1)(n+2) n—+o n 1

des séries a termes positifs, on en déduit que la série Z nP([Y = n]) diverge également.
n>1
Bilan : Y n’admet pas d’espérance, et donc pas de variance non plus.

4. Par un méme raisonnement que précédemment, on a, pour n > 1 :

P(Z=nl)

PBiNnBan---NnB,_1NRy,)

= P@By)Ps,B2)--Pp,n--B,, Brn-1)PB;n--B, ,(Ry) probabilités composées
12 n-1 2

= — tél
At D02 par télescopage

2

(n+1)(n+2) n—+oo p2
série de Riemann convergente. Par équivalence des séries a terme positifs, la série Z nP([Z = n])
n>1

Remarquons que, cette fois-ci, n*(Z =n) = qui est le terme générale d'une

converge et Z admet une espérance.
2n

Enfin, Z n"admet pas de moment d’ordre 2. En effet, nZIP(Z =p)=——— ~
(n+1)(n+2) n—too

— qui, comme
n

précédemment, ne converge pas.
2

Bilan : pourtout n e N*, P([Z=n]) = ——,
nn+1)(n+2)

Z admet une espérance mais pas de variance.

Partie 111

5. Par définition, pour tout n € N* :

n
Sp= Z Xk
k=1

6. OnaPX;=1)=PR,;) = % etP(X; =0)=P(B;) = % Son espérance vaut

EX) =12 +01 =2
V=i3T 373

et sa variance, par la formule de Koenig-Huyghens :

2 1
Var(X;) = 12§ +025 —(EXy)? =

<RV}

7. (@) Enutilisant la définition des tirages :

PX1=1,X,= 1) =P(R; NRy) = 2> = 1
1=5LA2= - 1 2_34_2




1 1
de méme, P(Xl = I,Xg = 0) = P(Rl ﬂBz) = g, [FD(Xl = 0,X2 = 1) = P(Bl ﬁRz) = g et

1
PX;=0,Xo=0)=PB;nBy) = é
Bilan :

1 1
PX;=1,X=1)= X PX;1=1,X2=0)=PX;=0,Xz=1)=PX;=0,X,=0) = 5

(b) On a alors
PX;=0)=PX;=0,X2=0)+PX; =1,X,=0) =

Wiy Wl =

PXy=1)=PX;=0,Xo0=1)+PX;=1,X2=0) =
(c) Remarquons que
1 1
PX;=0,X,=0)= 5 et PX;=0PX,=0)= 3
Ainsi, X; et X, ne sont pas indépendantes.
8. (a) D’apreslaformule des probabilités composées
PRiN---NRgNBir1N---NBy) =PR1) - PR, n--nR;_; REPR, A--nR; Bi+1) PR, A--ARt "By 0B, (B
En utilisant la définition du tirage, et en faisant attention aux nombres de boules :

23 k+1 1 2 n—k

34 k+2k+3k+4 n+2
(k+Dl(n-k)!

(n+2)!

PRiNn---NRrNBri1N---NBy)

(b) Remarquons que [S, = k] est composé de tous les événements composés de k tirages rouges
et n— k tirages bleus. Or, en réalité, I'ordre du tirage des boules bleues et des boules rouges
n'importe pas.llya (Z) facon de tirer k boules rouges et 1 — k boules bleues. Ainsi

P(S, = k]) = (Z)[P’(Rlm---mkaBk+lm---mBn)

On a alors, en utilisant la formule précédente :

_onl 2(k+Din-k! 2(k+1)
C kl(n-k) (n+2)! C (n+1)(n+2)

P(Sn =kl

9. S, étant une variable aléatoire finie (puisqu’elle prend des valeurs dans [0; n]) elle admet une espé-

n)




rance, et

ESy) Y kP(S, = kI)

n

k
k=0
& 2(k+D)
B kzzok(n+1)(n+2)

_ 2 S
a (n+1)(n+2),§)k Tk

2 n(n+1)(2n+1)+n(n+1)2
(n+1)(n+2) 6 2
2 2n+4
= —nn+1)

(n+1)(n+2) 6
2n n+2 B 2n

n+2 3 3

10. (a) SiS, =k, alors on a effectué n tirages et obtenue k boules rouges. On est dans une situation ot
on a donc n + 3 boules, donc k + 2 boules rouges. Ainsi

Prs g ((Xsy = 1)) = <12
[S,=k] n+1 — - n+3

(b) D’apres la formule des probabilités totales, en utilisant le systeme complet d’événements
(ISn = klo<k<n,On a

n
Y P(Sp=kDPs, =k Kn+1=1)

P(Xp+1=11) =

k=0
n k+2

= gp([sn_k])m
1 [& L
n+3(k:0 ;;)
1

= m([E(Sn)‘i'z)

(c) Ainsi, en utilisant les résultats précédents :

Pt 2 1)) = (2n+2)_ 1 2n+6 2
T 33 “hn+3 3 3

et donc P([Xp41 =0] = 3.
Bilan : les variables aléatoires X,, ont toutes la méme loi.

Partie IV

1. Si x <0, 'événement [T, < x] est vide, puisque S, (Q2) = [0; n]. Ainsi P(T,, < x) =0.
De méme, pour x > 1, 'événement [T, < x] est Q tout entier, puisque T,(Q) < [0;1] (car T, = S—n").
DoncP(T,, < n)=1.

2. Soit x € [0;1].




Puisque S, est a valeur entiére, on en déduit que
[Trn < x1 =[Sy < Lnx]]

soit, en utilisant la valeur de P(S,, = k) :

nx]

Y P(Sp=k)
k=0

loxl 2k +1)
- ,;) (n+D(n+2)
2 lnx|(lnx] +1)
(n+1)(n+2) 2
2 (lnx] +1)(lnx] +2)
(n+1)(n+2) 2

P(Tn < x])

+|nx]+1

3. Six<0,P(T,, <x])=0—0.Six>1,P([T,, <x])=1— 1. Enfin, si x € [0;1], on

(lnx] + D (lnx] +2) 5
P(T,<x])= ~ X
([Th < xD) it D2 n—ieo
0 six<0
LafonctionF:x—{ x> si0<x<1 estunefonction continue et de classe "' par morceaux.
1 six>1
Bilan : D’apres ce qui précéde, la suite (T;) converge en loi vers la variable aléatoire T, de fonction

0 six<o0
de répartition F et de densité (par exemple, celle-ci n’est pas unique) : f: x— < 2x si0<x<1
0 six>1




