TD n° 7 (exercices supplémentaires) Suites ECO1 LMA 2016/17

Exercice 1.
Vrai ou faux ?
1. Une suite croissante a partir d’un certain rang est minorée.
Une suite convergente est nécessairement monotone a partir d’un certain rang.
Une suite divergeant vers +0o est nécessairement croissante & partir d’un certain rang.
Si (un) est croissante, et Vn € N, u,, > vy, alors (vy,) est croissante.

Si (Jun|) converge, alors (uy) aussi.

S G o

Si (Jun|) converge vers 0, alors (uy) aussi.

Exercice 2.
Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de chacune des suites suivantes :

o Uy =2"—3" 44" o uy, = (—n+2)e " o u, =2" - 41

n?—3n+2 I 4 e=3n 2y/n+3lnn—>5
Uy =——F—"—— eu,=Inn+e o Uy = ———————
2n? + 5n — 34 In(n3) —3n+2
+2)! .
) = 2—1— ) :(717 ) — e 3n 1
Up = VN n e upy 2 1) <o Up = €73 +n(n+1

Exercice 3.

On considére une suite (uy,) définie par ug >0 et VYn € N, upt1 = up + —
Un

1. Montrer que tous les termes de la suite sont strictement positifs.

2. Déterminer la monotonie de la suite (uy,).

3. Montrer par récurrence que, Yn € N, u2 > 2n + ug. En déduire la limite de la suite.

Exercice 4.
n

On définit une suite (up) par u, = Z k! (je rappelle que par convention 0! =1).
k=0

\ . . un
Montrer da l'aide d’un encadrement que lim — = 1.
n—+4oo nl

Exercice 5.
a n
On considére une suite (uy,) définie par u, = (1 + —) , avec a € Ry.
n
1. Montrer que la suite est croissante.

t
2. Montrer que, Vx > 0, T3 <In(l1+1¢) <t

1+

3. En déduire que, Vn € N*, na

<Ilnu, <a.

4. Montrer que la suite (uy,) est convergente.
5. Quel résultat obtient-on en prenant a =1 %

Exercice 6.
= 1
On considére deux suites (up) et (v,) définies de la fagon suivante : un = g =L et vy = Uy + —.
n
k=1
Montrer que ces deuz suites sont adjacentes (les curieur seront contents d’apprendre que leur limite commune
2
vaut —.

6

Exercice 7.

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. On définit deux suites de la fagon suivante : ug = a; vo = b et

Uy + U
Yn €N, Upi1 = /UnUp €t Vpp1 = %

1. Vérifier que ces deux suites sont bien définies.
2. Montrer que, Vn € N, w,, < v, (pour une fois, pas besoin de récurrence).
3. Déterminer la monotonie de chacune des deux suites.

4. En déduire que (up) et (v,) convergent vers la méme limite.
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5. Ecrire un programme en Scilab permettant de calculer une valeur approchée de cette limite d € prés.

Exercice 8.

u2 +1
On consideére la suite (u,) définie par ug =a # 1, et Vn € N, w41 = = T
Uy —
1. Montrer que la suite est bien définie.
2241

2. Etudier les variations de la fonction f définie sur R\{1} par f(z) =

— -
3. Etudier également le signe de f(z) — .

4. On suppose a > 1. A Uaide des questions précédentes, montrer que ¥n > 1, u, > 2(1+ \/5), puis que la
suite est croissante. En déduire sa limite éventuelle.

5. Etudier de méme la convergence de la suite quand a < 1.
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