TD n° 7 (exercices supplémentaires) Suites ECO1 LMA 2016/17

Exercice 1.
On considére la suite (uy,) définie par ug = 2 et upy1 = 2u, +n? — 1. Déterminons trois réels a, b et c tels que
la suite (vy,) définie par v, = u, + an?® + bn + ¢ soit géométrique.

Notons donc v, = up + an® +bn + ¢, alors vp11 = upt1 +a(n +1)2 +b(n +1) + ¢ = 2u, +n% — 1 +an? +
2an+a+bn+b+c=2u, + (1+a)n®+ (2a+bn+a+b+c— 1. Pour que (v,) soit géométrique, on doit avoir
Unil = QUn = qUn + aqn? + bgn + cq. 11 est nécessaire d’avoir ¢ = 2, et en identifiant ensuite les coefficients des
deuz formules obtenues, on a 1+ a = 2a, 2a+ b = 2beta + b+ c— 1 = 2¢, ce qui donne successivement a = 1

, puis b= 2, et enfin ¢ = 2.

Avec ces valeurs, la suite (vy,) est géométrique de raison 2 et de premier terme vo = ug+a x 02 +bx 0+c = 4.
Conclusion :

Up =4 x 2% = 2"F2 puis up = v, —an® —bn —c=2"12 —n?2 —2n — 2.
Exercice 2.
On considére la suite (uy,) définie par ug = 3 et Upy1 = Tu2.
1. Par récurrence :
Initialisation : On a ug =3 > 0.
Hérédité : Supposons que u,, > 0 pour n € N. Alors u,,1 = Tu? > 0.
Conclusion : ¥Yn € N, u,, > 0.
2. On a nupyr = 2Inu, +In7. La suite Inw, est donc arithmético-géométrique. La suite (vy,) définie par

Vp = Inu, +1In7 est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme vg = Inug+1In7 =1n21. Donc
v, =2"In2l et Inu,, =2"In21 —In7.

212" 212"
3. En déduire l’expression de u, en fonction den. On a Inu, =2"In21 —In7=1In — donc u, = —

Exercice 3.
On considére la suite (u,) définie par ug = 2 et up11 = 2ud. Exprimons u, en fonction de n.

On procéde comme dans exercice 2 :
p

1. on montre par récurrence que Vn € N, u, > 0.
Initialisation : On a ug = 2 > 0.
Hérédité : Supposons que u, > 0 pour n € N. Alors u,,1 = 2ud > 0.
Conclusion : ¥Yn € N, u, > 0.

2. On a Inupq1 = 3lnu, +1In2. La suite Inw, est donc arithmético-géométrique. La suite (vy,) définie par
v = Inu, +1n2 est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vog = Inug+In2 = 2In2. Donc
v, =3"2In2 et Inu,, =3"2In2 — In 2.
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3. En déduire l’expression de u, en fonction den. On a Inu, =3"2In2 —2In2 =1n R donc

23"2
Uy = ——

4

— 23”2—2

Exercice 4.

On considére la suite (uy,) définie par ug = 16 et upt1 = 2\/uy,. Ezprimons u, en fonction de n. On procéde
comme dans [’exercice 2.

1. Montrons par récurrence que VYn € N, u, > 0.
Initialisation : On a ug = 16 > 0.
Hérédité : Supposons que un > 0 pour n € N. Alors up41 = 24/u, > 0.
Conclusion : ¥Yn € N, u, > 0.
In u,

2. On a lnupy = +In2. La suite Inu,, est donc arithmético-géométrique. La suite (vy,) définie par

1
v, = Inu, — 2In2 est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vg = Inug —2In2 = 21n 2.

1 In2
Doncvn:2—ann2: etlnun:%—i—anQ.

2n—1
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3. En déduire lexpression de u, en fonction de n. On a Inu, = % +2In2 = In(2 T 4) = 1n22"1*1+2,

1
—1 42
donc u, = 237112,

Exercice 5.

On considére la suite (uy) définie par ug = 2 et V¥n € Nyupy1 = 2u, + 3™. Montrons que la suite (v,) définie

2un, +3" 2 1
= _vn+_

par ¥n € Ny up 1 = 2u, + 3™ est une suite arithmético-géométrique. On a ¥n € N v, = BT aa 3

Donc v, est une suite arithmético-géométrique.
n n n

3_nw0:_ et v, = — + 1.

2
On pose wy, = v, — 1. Alors (w,) est géométrique de raison 3" Donc w,, = I I

Comme up = 3", on a uy = 2" + 37,
Exercice 6. Voir cours

Exercice 7.
1

Up — 2

Soit (uy,) la suite définie par ug =4 et Yn € N, uy4q1 = + 2.

1. Récurrence.

2. On considére désormais la suite (vy,) définie par v, = In(un, — 2). (v,) est bien définie car u, > 2.

3. On a vpq1 = —vn. Donc (v,) est une suite géométrique de raison -1 avec vg = In 2.

Donc v, = (—=1)"1In2. Comme u, =€’ +2, on a u, = 2(=1"

4. En déduire la valeur de u.,.
Exercice 8.
Adapter la méthode utilisée dans l’exercice précédent pour déterminer la forme explicite de la suite définie par
up =5 et Vn € N, upy1 = u2 — 6u, + 12. (Indication : 2% — 6z + 12 = (z — 3)® + 3)
Exercice 9.

On consideére la suite (u,) définie par ug =1 et Vn € N, tpi1 = Up + 2Un—1 + 2up—o + - - - + 2ug. Déterminons
la valeur de u,,.

Indication :
On a Upta = Unt1 + 2Up + 2Up—1 + -+ + 2ug = Upt1 + Up + (Up + 2up—1 + -+ + 2ug), donc

Un+4+2 = Un+1 + uy + Un+1 = 2un+1 + up

Car Up41 = Up + 2Up—1 + 2Up—2 + - -+ + 2up,
Exercice 10.
On cherche a déterminer toutes les suites (uy) vérifiant la récurrence non linéaire :

Vn €N, upyo — 3Up41 + 2u, = 3.

1. Déterminer deux réels a et b tels que la suite (vy,) définie par v, = an + b vérifie la relation ci-dessus.
2. Montrer que la suite (zy,) définie par z, = u, — v, est alors d’un type bien connu, et en déduire la valeur

de zp, puis celle de u, (en fonction des premiéres valeurs de la suite).

Exercice 11. Adapter la méthode utilisée dans l’exercice précédent pour déterminer la forme explicite des
suites vérifiant
Vn €N, upyo — 4upt1 + 4u, =2 017.
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