Nom , Prénom :

ECGI1, le 06 Décembre 2022

Interrogation écrite n°3 (corrigé)

1. Résoudre :
(a) e** —3e” +2 >0
(b) (In(z))* = 3In(z) +2 > 0.
() z—3Vr+2>0.

2. Montrer que :

Exercice 1.

(a) Ve eR, e 22 +1
2

(b) Yz € Ry, ew>%+x+1

Réponse

Exercice 1. 1. (a) On pose X = e” > 0. L’inéquation e** — 3e* + 2 > 0 devient :

X2 _-3X+2>0

Ona:A:l,XIZBTzletXQZ%:

2
X?-3X+42>0& X <louX>2

& (e <loue®>2)

& (z < 0ouz>In(2))

Donc S =] — 00, 0[U] In(2), +00]
(b) Pour tout = > 0, on pose X = In(x)

X?-3X+42>0& X <louX>2
< (In(z) < 1 ou In(z) > 2)
s ((0<z<eoux>e?)

Donc S =)0, e[U]e?, +oo]
(c) Pour tout = > 0, on pose X = \/x

X?2-3X4+2>0& (X <louX>2)
& (Vo <louvz >2)

s 0<z<louz>4)

Donc S = [0, 1[U]4, +o0]
2. (a) Soit f la fonction définie sur R par f(z) =e® —xz — 1.

Ona: f'(z) =e”—1don f'(x) <0sur | —o0,0] et f'(z) > 0 sur [0; +oo[. Donc f est décroissante

sur | — o0o; 0] et croissante sur [0; +o0o[. Donc f(0) est le minimum de f.

Or f(0) =0, dou: Vz € R, f(z) > 0, soit e > x + 1.

(b) On définit la fonction g par :
2

Ve > 0,g9(x) =e* — L o 4-1.0n a, d’aprés (a), ¢'(z) =e* —2—1>0.

2

2

Donc g est croissante, et comme g(0) = 0,ona: Ve € Ry, g(x) > g(0) =0, ¢’ est a dire € > %+x+1.
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~14 9 31
A‘(—?,o 19) ’ P‘<5 2)'

1. Calculer P~! et déterminer la matrice diagonale D telle que A = PDP™.
2. Déterminer toutes les matrices M € M5(R) telles que MD = DM.
3. En déduire I'ensemble des matrices N telles que NA = AN (Indication : Poser M = P~*NP et utiliser

2))

4. Déterminer toutes les matrices Q € My(R) telles que Q* = D (Indication : vérifier que QD = DQ et
utiliser 2))

5. En déduire I’ensemble des matrices R de My(R) telles que R* = A (Indiction : poser Q = P"'RP)

Exercice 2. Soient

Réponse

Exercice 2. 1. Ona: Pl = et D=P 'AP.
Aap_ 1 —14 9 31\ (3 4\ (2 -1 34\ (10
Or PHAP =P (—30 19)(5 2)_P (5 8)_<—5 3)(5 8)_(0 4)'
DoncD:((l) )

2. OnposeM:(m ty>

B z 4y _ [z y
MD_DM‘:*(Z 4t)_<4z 4t)

dy=y
<:>{ 2z =4z

= O

I\

Sy=2=0
z 0
&M= ( 0 ¢ )
Donc les matrices M telles que MD = DM sont les matrices diagonales.
3. En posant M = P~'NP on obtient :

NA=AN & PMP'A=APMP™!
& PMP'PDP' =PDP'PMP!
& PMDP~ ! =PDMP™!
& MD = DM.

Or les solutions de M D = DM sont les matrices diagonales. Donc N s’écrit sous la forme :

(PO ) wemer

o 6x —5y —3z+ 3y
~\ 10z — 10y —5z + 6y

4. Si Q® = D alors QD = QQ* = Q* = Q*Q = DQ.

Donc, d’apres 2), @ s’écrit sous la forme :
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Q= (g 2) avec (r,y) € R?.

2
z¢ 0
Ona, alors : Q? = D & < 0 42 >

Il
7N
o
~ o
N———

S(zr=—-1lonzx=1)
et (y =—2ony=2)]

Les solutions de Q% = D sont :
-1 0 -1 0 1 0 1 0
Q1=< 0 _2>7Q2=( 0 2>,Q3=(0 _2>,Q4=(0 2)
5. R2?=Ae P 'R?P=P1AP

& (PT'RP)* =D

En posant Q = P"'RP,ona: Q* = D.
Donc R = PQP~! avec Q € {Q1,Q2,Q3,Q4} . Donc les solutions de R? = A sont :

4 =3 —-16 9 16 -9 -4 -10
10 =7 )7\ =30 17 J’\ 30 -—17 -10 7
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