TD n° 10 Séries réelles

Exercice 1.

Calculer les sommes suivantes :
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Exercice 2.
Soit u, = et S, = Uk .
(n—1)! P
1. Dét b, c€R tel tout n > 3, “ b,
éterminer a, b, c els que pour tout n = 3, u, = .
e p n—3)1 " (-2 " (n—1)
2. En déduire que la série Z converge et donner sa somme.
n>1
Exercice 3. Soit p €]0;1[ et ¢ =1 — p. Montrer que
—+o00 “+oo —+o0
n— n— 1 n— q+ 1
LY p =1 Y gt =S Y ntpg T =
n=1 n=1 p n=1 p
2. Soit A € R. Montrer que :
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Exercice 4.

Considérons les trois suites suivantes :

2 >, vnln<

n(n + 3)
(a) Ecrire pour tout entier naturel u, sous la forme an41 — a

(n+1)(n+3)

n =1 1
" n< * n(n+2)

1. n-
(b) En déduire que la série de terme u, converge et donner sa valeur.

2. Reprendre les questions précédentes avec v, et w,.

. (—1)"*in
Exercice 5. Pour tout n € N*, on pose u, = ————.
4n? — 1
b
1. Déterminer des réels a, b et c tels que Vn > 1, 4n2n7 1= 2711 1 + S
+oo
2. En déduire que la série de terme général u,, converge et calculer Z Uy -
n=1
Exercice 6.
1
P tout n € N*, =
our tout n on pose U, R T (0 +2)
1 b
1. Déterminer des réels a, b et c tels que Vn > 1, ———————— = 4
nn+1)(n+2) n n+l
+oo
2. En déduire que la série de terme général u,, converge et calculer Z Uy -
n=1
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Exercice 7.

On considére la suite u, = In(n 4+ 2) — 21In(n + 1) 4+ in(n) pour n > 1.

n
1. Donner, pour tout n = 1., une expression simple de la somme partielle S, = Zuk.
k=1

2. En déduire la convergence de la série E ainst que sa somme.
n>1

Exercice 8. On considére la suite (ay) définie par ag > 0 et par la relation suivante :

—Qan

Vn € N; apt1 = ane

1. (a) Montrer que, pour tout n € N, a,, > 0.
(b) Etudier le sens de variation de la suite (a,,).
(¢) En déduire que (a,) converge et déterminer sa limite.
2. (a) On pose b, =In(ay,). Calculer byy1 — by, en fonction de ay,.

(b) En déduire la nature de la série Z an

Exercice 9.

Soit (un)nen la suite définie par la donnée de ug € ]0;1[ et par la relation suivante :

) _ 2
Yn € N; Upt1 = up — ul,.

1. (a) Montrer que, pour tout n € N,u,, €]0;1].
(b) Etudier la monotonie de la suite (uy,).
(¢) En déduire que la suite (un)nen converge, et déterminer sa limite.

2. Montrer que la série u? converge, et calculer sa somme en fonction de ug.
n ’ 0

3. Quelle est la nature de la série Z(ln(un+1) —In(uy,)) ?

partielle de rang n de cette série :

Exercice 10.

1. Démontrer les inégalités suivantes :
(i) Ve € R; € > x (i) Vo € RY; o > In(x) (i) Vo € RY; In(x) < 2y

2. En déduire la nature des séries suivantes :
. 2 n+lin(n) .. 1
() Se (i) SR )8

Exercice 11.

1
Considérons la série E — et notons, pour tout entier n € N, S, =
n
k=1

sa somme partielle de rang n. Nous

> =

allons montrer que cette série est divergente.

1
1. Montrer que, pour tout n € N* Sy, — S, > 3

) 1 . . .

2. Supposons, par l'absurde, que la série g — converge, c’est a dire que la suite des sommes partielles
n
(Sn)nen+ converge vers un réel
Exercice 12.

. . 1
On considere la série g _
er +e "

1. Déterminer la monotonie de la suite (Sp)n € N.

et on note Sy, la n-ieme somme partielle de cette série.

. . —k
2. Justifier que : Yk € N, " Se

1—e (D)
3. En déduire que : Vn € N, 5, < —————
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1 R |
converge et que : Z

n=0

e

4. Montrer que la série Z

~
en4en er+e™ “e—1

Pour aller plus loin
Exercice 13 (Oral HEC ***),
Etudier suivant les valeurs du réel strictement positif o, la nature de la série de terme général u,, défini par

i 1
Vn2>1, u, = —
2 G

Exercice 14 (***),

Soient Y uy et > v, deuz séries d termes strictement positifs convergentes. Montrer que les suivantes sont

aussi convergentes
UnUn

Zmin(un, Un), Zmax(un, Un), Z VUn U etz —_—

Uy + U
Exercice 15 (***),

Soit Y a, une série a termes strictement positifs convergente.

1. Montrer que pour tout entiern = 2 on a :

et

2. En déduire que pour tout entiern > 2 on a :

1
-3

1
QAn < max (Qan, W) .

3. Etablir la convergence de la série Za}l_l/n (on peut utiliser l’exercice 14).

page 3



