TD n° 10 Calcul différentiel ECO1 LMA 2019/20

Exercice 1

1. Par lecture graphique :
(a) f'(x) =0 pour z = 3,7 (intersection de Cys et Oy).
(b) f"(x) =0 pour z = 2,5 (tangente horizontale & Cy/) .

2. (a) C; représente f car elle posséde une tangente horizontale au point d’abscisse 3,7 et Co représente la
dérivée seconde f” car elle coupe 'axe des abscisses pour z = 2, 5.

(b) En regarsant Ca, f est convexe pour x > 2,5 et concave pour z < 2,5 (signe de la dérivée seconde).

(¢) Les coordonnées du point d’inflexion de la courbe représentative de f sont (2,5;—1,5) et une valeur
approchée du coefficient directeur de la tangente en ce point est —1, 8 (en regardant sur Cy).

Exercice 2 ([Etude de fonctions)

1. f:R—>R, z—e ® 4 est C sur R d’apres les théorémes généraux.

On trouve f/(2) = —e " +120 < 2 >0, f"(x) =e® > 0 donc f est convexe sur R.
Enfin, lirJIrl = +o00 et comme f(x) = e % (1 + ze®), on a, par composition et produit de limites et par
r—r+00

croissances comparées pour le terme dans la parenthése, lim f(x) = 4+o00. D’ou le tableau suivant :
Tr—r—00

T —00 0 400
f'(z) - 0 +
+00 +00

2. g:R =R, 2+ 22e2% est O sur R d’apres les théoremes généraux.
On trouve ¢'(z) = e™2" (22 —22%) = e 22z (1—2) 2 0 < z € [0;1], f(z) = e 2 (2 — 8z + 42?) >

-2 2++2
2 2

2
0 <= 1z €]—o00;x1) U [z2; +00[ (avec 1 = et x9 = ), donc f est convexe sur chacun des
intervalles de I'union, concave sur [z1; 2] et posséde deux points d’inflexion, aux points d’abscisses x; et
xr9.
Enfin, lim g(z) = +oo par produit et, par croissances comparées, lim g(z) = 0, ce qui donne l'axe
T—r—00 T—r+00

des abscisse comme asymptote a la courbe en +oc.

x —00 0 1 +00
g (z) -0 + 0 -
+00 e~ 1
g9(z) \0/ \0

X

3. h:R-oR, 2 © st O sur chaque intervalle de son ensemble de définition ]—o0;0[ U ]0; +00] d’apres
z

les théoremes généraux.
e” (503 —22% + 21‘) ze” (502 — 2z + 2)

e’(x—1)
T}O@x}leth”(z): . = p , du

On trouve h'(z) =
signe de x

(a >0 et A <0 pour le polynéme de degré 2). Donc f est concave sur |—o0; 0] et convexe sur |0; +o0[ et
ne possede aucun point d’inflexion.

Enfin, lim h(z) = 400 par croissances comparées, lim h(z) =0, lim h(z) = —ocoet lim h(z) = 400
T—++00 T——00 z—0— z—0t
par simple quotient de limites pour les trois dernieres limites.
T —00 0 1 400
K (x) - - 0 +
0 400 400
h(x) \
N \ e /
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4.

u:R—=>R, z— e~ est C® sur R d’apres les théorémes généraux.

On trouve u/(z) = —2ze™* >0 <= z <0 et u'(z) = (-2 + 42?) e >0 < =z €|-ocoja]U
1 1

[x2; +00[, en posant x; = —\/; et o = \/; . Donc f est convexe sur chacun des intervalles de I'union

précédente, concave sur [x71;x2] et possede deux points d’inflexions d’abscisses z1 et xs.
Enfin, par composition de limites, lim w(z) = liIJIrl u(z) = 0 donc laxe des abscisses est asymptote &
r——00 Tr—+00

la courbe en —co et en +oo.

T —00 0 +o00
u'(x) + 0 —
1
u(x) 0/ \ .

Exercice 3

1.

D’aprés les théorémes généraux, a est continue sur R et C! sur R

e (1 —2x
De plus, pour = > 0, on trouve a/(x) = g donc lim a’(z) = +o0, ce qui montre, par le théoréme

2\/5 z—0

de prolongement, que a n’est pas C' sur R.

D’apres les théorémes généraux, b est continue sur Ry et C' sur R%. De plus, pour z > 0, on trouve

, 1
Y@ = S )

pas C! sur R..

donc lim0 b'(z) = 400, ce qui montre, par le théoréme de prolongement, que b n’est
z—

D’aprés les théorémes généraux, c est continue et C'* sur R%.. De plus, par croissances comparées, il—>mo c(x) =
iig%) z?Inz = 0 = ¢(0) donc ¢ est continue sur Ry.

De plus, pour = > 0, on trouve ¢’(z) = 2z In(z) + x donc, par croissances comparées, ill}I%) d(z) =0, ce qui
montre, par le théoréme de prolongement, que ¢ est C! sur Ry et que ¢/(0) = 0.

14 e* 4 e2*
—

D’aprés les théorémes généraux, e est continue et C' sur R%. De plus, par croissances comparées,
lin%) e(z) = e” = 1 donc e est continue sur R, . De plus, pour 2 > 0, on trouve ¢/(x) = (In(z) + 1) exp(x In )
T

Sur R d(z) = . D’apres les théoremes généraux, d est continue et C°° sur R .

donc :ll—>mo €' (x) = —o0, ce qui montre, par le théoréme de prolongement, que e n’est pas C! sur R .

D’apres les théorémes généraux, f est continue sur | — oo, 1] et C* sur | — oo, 1[ (car, par composition, on
peut conclure lorsque la quantité sous la racine est strictement positive).

x
De plus, €] — oo, 1], f'(z) = V=@ — —
e plus, pour z €] — oo, 1[, f'(z) x N

théoréme de prolongement, que f n’est pas C! sur | — oo, 1].

donc lim1 f(r) = —o0, ce qui montre, par le
z—

D’apres les théorémes généraux, g est continue sur [—1,1] et C* sur | — 1, 1[ (car, par composition, on peut
conclure lorsque la quantité sous la racine est strictement positive).

1—x
xy/—— donc lim ¢'(z) =0 et lim ¢'(z) = 400, ce qui montre, par le théoréeme de prolongement, que
1+2x r—1 r——1

g est C! au maximum sur | — 1, 1].

En posant X = e® et en remarquant que e** —2e® +3 = X2 —2X +3 >0sur Rcara =1 > 0 et
A = —8 < 0, on peut conclure d’apres les théorémes généraux que h est C* sur R (et méme C).
D’apres les théorémes généraux, i est continue sur | — oo, —1]U [0, +oo[ et C* sur | — oo, —1[U]0, +-o0] (car,
par composition, on peut conclure lorsque la quantité sous la racine est strictement positive).

2 1) 2 1
De plus, pour z €] — 0o, —1[U]0, +00[, %' (z) = Vo + 22 + E/% Vo + 2+ ( $+ )1 [ —— e donc

1im1i'(ac) = —0 et 1im0 i'(r) = 0, ce qui montre, par le théoréme de prolongement, que i est C! au
T—— z—
maximum sur | — oo, —1[U[0, +-o0].
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10. D’apres les théorémes généraux, j est continue et C' sur R

NG

e’ —1
x
donc j est continue sur R .

3 W ry/re® 1 1 3 e?

T e 1 (e o1)p ﬁ<er1) 27 <er1>
T T

produit et limite classique, ce qui montre, par le théoréme de prolongement, que j n’est pas C! sur R..

De plus, pour z > 0, on a j(z) = donc, par quotient et limite classique, 1in%j(ac) =0 = j(0),
z—

Pour z > 0,5/ (x) donc Hn%j’(x) = 400 par
r—r

Exercice 5

x

1) siz#0et f(0)=0

On considere la fonction définie sur R par f(z) = zln <€

e’ —1

1. Comme e* —1 >0 <= x > 0, alors, la régle des signes (ou un tableau de signes) montre que >0
si ¢ # 0 donc f est bien définie sur R.
e’ —1
Ensuite, f est continue d’apres les théoremes généraux, sauf éventuellement en 0. Comme lin%) =1,
T—r X

par composition de limites, Hn% f(z) =In(1) =0 = f(0) donc f est continue sur R.
xTr—

e’ — r ze® —(e* —1
2. fest O sur R* par les théorémes généraux et, pour  # 0, f'(z) = In )+x — ( ) =
T e

1 22
T _ 1 T T _1 T _ 1 r—1
(€ LT we (e )zln e L o _ (e ) .
T er —1 T T er —1 T

-1 T —1
3. On a lim In (e ) =0 et lim (ew—u) =1(1-1) =0 donc lim f'(z) = 0.
z—0 x z—0

z—0e% —1 T

Exercice 6

On trouve facilement que f est définie et C*° sur R (Th. gén.) et que f'(x) = > 0 donc f est

2
e +1)
strictement croissante sur R. Ona lim f(z) =0et lim f(a) = 1, cette derniére s’obtenant par factorisation
Tr— —00 Tr——+00
par €” en haut et en bas.

f réalise donc une bijection de R sur *0; 1] par le théoréme de la bijection et sa fonction réciproque est strictement
croissante et dérivable sur R car la dérivée ne s’annule jamais.

Enfin (f71)(0) =0car f(z) =0 < e*—1=0 < z =0donc (f~1)(0) = f’io) =2.
(f 1 (1) =1n(3) car f(z) = L — 2(e*—1)=e"+1 < z=1In(3) donc (f~1) (l) __1 .3
2 2 2) = Fm@B) 9

(f7h <i) =1In (g) car f(x) = 7% = 4(e*—1)=—(e"+1) < z=1In (g) de (LY <%> =

-
ran(3) %

T T T 1+y 1+y -1

Enfin, Pour tout y €]0;1[, f(z) =y <= (e"—1) =y(e"+1) <= €% = T—y < zr=I <q> = f~Hy).
On trouve, pour tout y €]0; 1[, (f~!)'(y) = ————, ce qui permet de retrouver les résultats de la question 4

(1 —y)?’
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Exercice 7
C’est le méme genre d’exercice que le précédent a deux différences pres : f n’est pas monotone donc il fait

1
choisir un intervalle sur lequel elle est strictement monotone (ici {—, +00|) pour définir une bijecvtion de cet
e

intervalle sur son image ( {—, +o0 {)
e

1 1
Du coup, comme f’ s’annule en —, f’ est dérivable uniquement sur } ——, 400 [
e e

Enfin, il est impossible dans cet exercice d’expliciter la fonction réciproque mais on peut calculer pour certaines
valeurs numériques en suivant le méme plan.

(f=1'(0) = =1 (car f(1) =1), (f71)(e) = = 5 (car f(e) = e) et (f71)'(2¢%) = =

Exercice 11

1. Posons g(x) =2 —2e " —zalorsx =2 —2e % = f(z) <= g(x) =0.
g est C! sur R et, pour tout réel z, ¢'(z) =272 -1 <0 < x <In(2)
De plus, on montre que lim g(x) = 0 par croissances comparées (factoriser par 'exponentielle pour faire
r——00

propre), que lim g(x) =0 et que g(0) = 0.
Tr—r— 00

—00 0 In(2) r +00
g'(x) + 0 -
1—1n(2)
/ \
9(x) /0 0\
—00 —00

Comme g continue sur R, le théoréme de la bijection appliqué deux fois montre que I’équation g(x) = 0
posseéde une unique solution sur chacun des intervalles |—oo; In(2)] et [In(2); +o0].

Sur la partie de gauche, la solution est 0 et sur la partie de droite, la solution, notée r, est bien I'unique
solution strcitement positive de I’équation (c’est ce qu’il fallait montré, I’énoncé n’est pas clair...)
2 2
Comme g est décroissante sur [In(2); +oof et que g(1) =1 — = >0, que g(2) = —— < 0 et que g(r) =0,
e e
on en déduit que 1 < r < 2.
IL faut remarquer que 7 est un point fixe de f, par définition de f et de g.

— Uy,

2. On considere la suite u définie par : ug =1 et Vn €N,  wupy1 =2 —2e

2
(a) f est strictement croissante sur R car f'(z) =2 * >0et 1 <rdoncl1<2—==f(1)< f(r)=r.
e
Donc, [1,7] est stable par f f(x) —x = g(z) > 0 sur [1,7] (voir la premiére question).

(b) Vn € N, w, € [1,7] par une récurrence classique et comme, Vn € N, w, 41 — up = f(un) — ty, on
déduit de la question précédente que u,4+1 — up = 0. La suite estr donc croissante.

(¢) Commer la suite est majorée par r, elle converge vers £ € [1;r], et, par continuité de f et en passant
a la limite dans la définition par récurrence, on obtient f(¢) = ¢ donc ¢ = r.
3. (a) 1l faut ajouter a ce qui précéde que f est C! sur [1;7] et que, sur cet intervalle |f'(z)| = 2e™% <

2
2¢~! = 2. Le reste est classique IAF puis récurrence.
e
In (1077)

In (2)
e
a l'aide d’une calculatrice. Ceci permet donc, en calculant le terme de la suite correspondant a ce
rang n, de donner une valeur approchée & 10~? preés de r.

2 n
(b) T suffit pour cela de choisir n tel que (—) < 1077, ce qui donne n > qu’on peut calculer
e
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Exercice 12

On souhaite déterminer le nombre de solutions de (E) : 3 — 3z + 1 = 0 ainsi qu'une valeur approchée d’une
des racines.

1. La fonction f définie sur R par f(z) = 2® — 3z + 1 est Cl et f'(z) =322 -3 >0 <= 2z €]—o0;—1]U
[1;400[. On a f(—1) =3 et f(1) = —1. On obtient le tableau suivant :

T —00 -1 1 +00
o — 0 +

+
3 400
/() _Oo/ \_1/

IL suffit donc d’appliquer trois fois le théoreme de la bijection, une fois sur chacun des intervalles sur
lesquels f est strictement monotone, comme f(x) change de signe sur chacun des intervalles.
Donc (F) admet trois solutions réelles o, 8 et v telles que a < —1 < <1< v

2. Obtention d’approximation de f.

1 3
(@) f0)=1=20= f(B) et f (5) =3 < 0 = f(B) et ces trois valeurs de départ appartiennent

a lintervalle [—1;1]. Donc, comme f est strictement décroissante sur cet intervalle, on a bien €

o]

Enfin, par manipulation algébrique classique (et facile) :

3
T 1
[ est aussi solution de I’équation ;_ =z
(b) gest Ct sur Ret Vo € R, ¢'(z) = 22 > 0 dés que x # 0. Donc g est strictement croissante sur R et
13 1
g; é} C [0; 5} . L’intervalle est bien stable par g.

1 1
o([0:2]) = oo ()] - |
De pl VEO'1 lg'(z)] < 12—1
€ p uS’ x ) 2 ) g X X 2 - 4
(c) Par récurrence classique, on montre que Vn € N, u, € [0; 5} .

1 1
(d) TAF+récurrence avec |ug — 3| < 5 car les deux valeurs sont dans I'intervalle [0; 5} .

(e) C’est comme dans exercice précédent...

Exercice 13

1. (a) f est de classe C! en tout z tel que e — 1 # 0 donc sur |0; +oo[. (quotient de fonctions C') et pour
, e —1—ze®* (1—xz)e*—1
tout x €]0, +o0[, f'(x) = 5 = 5
(e —1) (e —1)

(b) f est de classe C? sur ]0; +o0o[ comme quotient de fonctions de classe C? et Va €]0; +oo]

(1—z—1)e" (e —1)* —2[(1 —x)e* —1](e” — 1) e”

f (:C) (ex _ 1)4
_ (e = 1) [—ze® (e* — 1) — 2[(1 — z) e* — 1] e¥]
(er —1)*
B —xe?® 4 e — 2 [621 — xe? — e””]
- (er —1)°
= ﬁ(mez—%z—i—x—l—%
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(c) g est dérivable sur R et g

/

(

Calcul différentiel

x)=xe*+e* —2e"+1=(x—1)e"+1
g’ est dérivable sur R et g7 () = e” 4+ (x — 1) e® = ze® d’ou les variations et les signes :

fi(x) =

T 0 + +o00
g ([0 +
g(x) |0 7+
gl@) 10 "+
On admet que f'(z) — 71.
z—0t 2

(I-—xz)e* -1 :xez [(*1+%)*L]

T 0 + +00
g9 (2) 0 +
et pour f: i"”(_z; 8 /‘++
ffz) | -1/2 ~— 0
f (@) 1 N\ 0
xe®r 71'[(714»%)7%

(" — 1)

T—r+00

€2 (1 —1/ev)?
Dou lim f’(z) =0 par croissances comparées.

e® (1 —1/ex)?

ECO1 LMA 2019/20

Comme f’ est croissante et tend vers 0 en 400, elle est strictement négative et f est strictement

décroissante sur Rt

En +oco: f(z) = il {a fl/ex) — 0 par croissances comparées.
2. (a) D’apres les variations f on a Vr € [0;4+o00[, 0< f(z) <1
D’apres les variations de f’, on a pour tout x € [0; +00], f% < f'(x) < 0 donc
, 1
Vo€ 0400, |f(@)[ <5 et 0<f(z) <1

flx) =

-

54
54
=

T
=z
et —1
1=¢*-1
2=2¢"

carz#0Oet e —1#0

On procede par équivalence pour résoudre I’équation : 0 n’est pas solution et pour x # 0

x =1n(2) car exp est strictement croissante sur R

donc In (2) est I'unique solution de cette équation.

On montre tout d’abord que pour tout entier n, u, € [0+ co]
ug =0 € [0 + OO[
Soit n > 0 tel que u,, € [0 + oo[ alors, comme f > 0 sur [0 + oo,

Pour n =0,

On applique alors I'inégalité des accroissements finis :

Donc pour tout entier n, u, € [0 4 oo
De plus In (2) € [0 + oo
Et '] < 1 sur [0+ oof donc

1
VYn €N |upyr —In2| = |f (un) — f(In2)| < §|un—ln2|

Et par encadrement u,, — In (2) — 0 et donc u, — In(2)

Exercice 14

La fonction f : x — /10000 + = est C! sur l'intervalle [0;1]. Comme f'(z) =

a, sur cet intervalle

1 1
201 2,/70000 + 1

< f(z)

1 1

<——=—.
2,/10000 200

1 n
On a alors par récurrence, pour tout entier n,0 < |u, — In (2)| < (—)

—\2

1
24/10000 + z

f(un) >0 et uptr € [0+ o0f.

est décroissante, on

Par conséquent, d’apres I'inégalité des accroissements finis appliquée & l'intervalle [0; 1], on obtient :

201

1-0) < f(1) = f(0)

~ 9200

<10 —

1

— <AL —.
201 200
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1 1
La fonction f: z +— ] est C! sur I'intervalle [0;0,01]. Comme f’(z) = W est croissante, on a, sur cet
—x —x
1
intervalle 1 < f/(z) < —— =
intervalle f(x) 0,992

Par conséquent, d’apres U'inégalité des accroissements finis appliquée & l'intervalle [0;0,01], on obtient :
1 100 1
< o~

1
10,01 0) < f(1) = £(0) < 5555(0,01=0) = == <B < g~ oo

= 0,992
1
On peut aussi prendre — come fonction, il faut modifier 'intervalle en conséquence, et faire attention a I’hypo-
x
these a < b pour appliquer I'TAF.

Pour C =1n(1,01), In(z) ou encore In(1 + ) permettent de reprendre le méme schéma.

Exercice 15

1. Soit n > 1. La fonction In est C! sur lintervalle [n;n + 1].
1 1 1

Sur cet intervalle, —— < In’(z) = — < —.
n+1 T n

Donc, d’apres 'TAF :

demandée.

! 1(n—|—1—n) <Iln(n+1)—In(n) <

SN

(n+1—n), ce qui donne la double inégalité
n

> 3 (n(k+1) — In(k)) =
k=1

ol B

n
2. On a donc, en sommant les inégalités de droite de la question précédente : >
=1

k
In(n + 1), la derniére égalité résultant d’un téléscopage et de In(1) = 0.

3. hIJIrl > % = +o00, par comparaison de limites dans I'inégalité précédente (car il est clair que le membre

de droite diverge vers +00)

Exercice 16

(1) L’équation de la tangente & la courbe de In en 1 est y = z—1 et In est concave donc pour tout x € ]0; +00]
on a ln(z) < z — 1, en particulier I'inégalité est vraie pour tout = € [1;2].
Pour tout x € [1;2], z =t x 1+ (1 —¢) x 2 avect = 2 —x € [0;1]. En vertu de la concavité de In, on a
tlnl+ (1 —¢)ln2 <Ilnz, soit (x —1)In2 < lnz.
Donc Vz € [1;2], (z—1)In(2) <In(z) <z — 1.

(2) L’équation de la tangente & la courbe de exp en 0 est y = 2 + 1 et exp est convexe donc pour tout x € R
ona x+ 1< exp(z), en particulier I'inégalité est vraie pour tout = € [0; 1].
Pour tout x € [0;1], x =t x 1+ (1 —¢t) x 0 avec t = & € [0;1]. En vertu de la convexité de exp, on a
exp(z) < texp(l) + (1 —t) exp(0), soit exp(z) < ex+1—2z = (e — 1)z + 1.
Donc Vz €]0;1], x +1 < exp(x) < (e — 1)z + 1.

Exercice 17

1. La fonction f est de classe C*° sur |1;+o0[ d’apres les théorémes généraux car In est strictement positive

1\ 1 1
sur |1; 4o0o[ et de classe C*. On a f”(z) = < I > =- ?lx +)2 . Comme Inz et (Inx)? sont strictement
zlnx nx

positifs pour tout x € ]1;4o00], f7 est strictement négative sur ]1;+oo[. Donc f est concave.

2. Comme In est croissante, il suffit de montrer que

V(z: y) €]1; +o00[%;1In (m <x—§3’)> > ln( () ln(y)) .

Onaln(ln(x;y)) :f(g—l—g),ln( 1n(m)ln(y)) =@+M etf(g+g) > f($)+f(y) car

f est concave. 1l en résulte que V(z; y) € ]1; —|—oo[2; In(In (

8
2|+
<
N——
N———
WV
ju—
=
/~
—
=
—
8
~
=
—~
N
S——

Done V(z; y) € ]1;+00[%;in (w_—;—y) > /In(z) In(y).
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Exercice 18

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(0) = 0 et, pour tout z > 0, f(z) = s
nz

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0;1[.

La fonction f est continue sur ]0;+4oo[ d’aprés les théoréme généraux sur la continuité. De plus on a

1111% s = 0 = f(0), d’ott la continuité de f en 0. Donc f est continue sur ]0; +ool.
z—0 Inx

2. Etudier les variations de f sur [0;1].
La fonction f est dérivable sur ]0; 1] d’aprés les théoréme généraux et pour tout x € ]0;1[ on a f/'(z) =

< 0. Donc f est strictement décroissante sur [0;1].
z(lnx)?

(Inz)? +2Inx

(z1n? z)2

3. Ona f’(x) = . Le signe de f” est celui de Inz)? 4+ 2Inz car (zIn?z)% > 0 sur ]0; 1[.

1
La fonction f” n’a pas un signe constant sur |0 ; 1[,elle est positive sur |0 ; — [ et négative sur |

1[. Donc
e

5
e
f n’est ni convexe ni concave.

4. Montrer que f possede un unique point d’inflexion et déterminer la tangente de f en ce point.

1 1
La fonction f” ne s’annule qu'en —, de plus f” est strictement positive sur 10; [ et f7 strictement
e e

1
négative sur | +o0[. Donc le point d’abscisse — est I'unique point d’inflexion de Cj.
e

35
e
1
Déterminons I'équation de la tangente au point d’abscisse — .
e
Ona f(4) = 1 €2tf'(1) L Done l'équation de Ia tangent int d’abscisse = est
na f(5)=—=—-——c¢ —) = —=. Donc I'équation de la tangente au point d’abscisse — es
€2 In % 4 et 2 d & P e?
2 2
e 1 1 e 1
y=—g@-F) -y =-grog

5. Tracer 'allure de la courbe représentative de f.

Pour aller plus loin

Exercice 19

Soit p > 1 un nombre entier. On définit la suite (R,,),>1 par

L
Ry= Y =
k=n+1

Le but de cet exercice est de calculer la limite de la suite (Ry)n>1.

1. Soit  un nombre strictement positif. La fonction In est dérivable sur [x;z + 1] et pour tout ¢ € [z;z + 1]

1 1 1
i <In'(t) = n < —. Donc on a d’apres 'TAF
x

on a
x
1 1
e <In(l142z) —In(z) < -
Soit k € N\ {0,1}. Pour 2 = k le membre droit de I'inégalité ci-dessus donne In(k + 1) — In(k) < 1 et

pour z =k — 1 celui de gauche donne 4 < In(k) — In(k — 1).
Donc pour tout k € N\ {0, 1},

In(1+ k) —In(k) < % <In(k) —In(k —1)
pn o pn
2. 11 résulte de 1) que Z In(1 + k) — In(k) < — < Z In(k) — In(k — 1). Ce qui donne par
k=n-+1 k=n+1 k k=n+1
g
télescopage In(1 4+ pn) —In(n + 1) < % < In(pn) — In(n).

1+ pn
Donc 1 < R,, < In(p).
onc n(n+1) n(p)
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1+ pn

= In(p). Ceci joint & 2) et le

n—-+o0o

3. La fonction In est continue et lim In <
n—-+o0o n

1
) = p, donc lim tpn

théoréme d’encadrement donne lim R, = In(p)
n—-+oo

Exercice 20

Calculons la dérivée n-ieme de

puis x —

’_) _—
1+ 1— 22

On commence par calculer les premier dérivées, on conjecture puis on démontre la conjecture par récurrence.

(1;)/ <1—1x>2’ (ﬁx)%

(n)
1 !
Montrons par récurrence que pour tout entier n € N, = n
-z (1= z)tt
1\ 0!
POHI‘?’LO,(l_w) :m
1 (n) n!
Supposons que pour un entier n € N =
"\1l—-x (1 —z)ntt
(n+1)
1 1)!
Montrons que (ﬁ) = %
/
o 1\t 1 \™ n! " (n+ 1)
na = = = .
1—x 1—x (1 —z)ntt (1 —z)nt2
1y 1 I 2!
De méme on a (1 = z) = — Sk (1 — z) = (-1)" (71 " Montrons par récurrence que pour tout
(n) n
) 1 (=1)"n!
entier n € N, <1 " x) = I

ous ()= (7)") - () o
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Exercice 21

Montrons par récurrence : P(n) : (z"’lel/z)(n) = (=1)rg—(rtDel/z,
Initialisation : P(0) et P(1) sont vraies (facile & vérifier).

Hérédité : Supposons pour un entier n > 1 P(n — 1) et P(n) sont vraies, montrons que P(n + 1) est vraie.

On a
(m”el/ (nH (( ngl/z >(n)

— (nxn 1 1/1 — " 261/z)(n)
— (nxn 1 1/1) _ (xn—Qel/z)(n)
(n)
= (—=1)"na~("HDel/e (m"iQel/z) (car P(n) est supposée vraie)

= (=1)"nz~(M+Del/z _ )l 1/””) (car P(n — 1) est supposée vraie)

_ /
(71)nnx n+1)el/m <($n 2 1/m (n 1))
(=

(71)nnx n+1)el/m

:W W_ (—1)"z~(n+2el/x

_ (71)n+1x—(n+2)el/z

1)n- ( s+ 1z _ :Cf(nJrQ)el/x)

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Vn € N| (:c”_lel/l)(n) = (=1)ra(tel/z,
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