TD n°11 Probabilités sur un univers infini ECO1 LMA 2019/20

Espaces probabilisés - Généralisation

Exercice 1

1. Ey : a partir du 5éme lancer, tous les lancers donnent pile.
E5 : les 4 premiers lancers donnent face et tous les suivants donnent pile.
E5 : au moins 'un des lancers a partir du 5éme donne pile.
—+o0
2. On peut écrire U A
k=n+1

+oo
3. (a) Ona B, = ﬂAk
k=n

+oo [/+o0
(b) On a B, = U (ﬂ Ak>

n=1 \k=n

Exercice 2

1. Il suffit de montrer que la puce est en B en des moments impairs car elle ne peut venir en C qu’a partir de B.
Pour tout entier n, notons A,, ’événement la puce est en A & U'instant n et B,, ’événement la puce est en B
a l'instant n et C,, I’événement la puce est en A & l'instant n. A,, B, et C,, forment un SCE
Pour tout entier n > 0

By, = (A2;,—1 N Bay,) U (Bap—1 N Bay) U (Cop1 N Bay) = Agpp 1 UDUD = Ay

Montrons maintenant que pour tout n > 0, Ay,_; = @) par récurrence.
Initialisation : de maniére évidente A; = () car la puce est en B en 'instant 1.
Hérédité : On a

Aont1 = (Azn N Aopg1) U (Bay N Agpy1) U (Cop N Agpgr) = 00U By, UD

Ol" Bgn = A2n71 = @ dOl’lC A2n+1 = (Z)

On a montré que pour tout n > 0, As,_1 = 0.

Ainsi la puce n’est jamais en B en un instant pair. Elle est donc en des instants impairs en B. Or la puce qui
arrive en C' vient forcément de B, (on a pour tout n € N*, C,, = B,_1 N C),).

2. L’événement E,, que la puce arrive en C' pour la premiere fois a 'instant 2n, n € N*. est donnée par

n

E,=ANBi NA;NBsN..NAsy_oNBy,_1NCoy, = m (Azkfz N ngfl) N Cay,
k=1

P(En) = P(AO)PAO (Bl)PA(]ﬁBl (AZ)"’PAUQ.HQA27172 (BQ’nfl)PA()IAIH.IﬁIBanl (0277,)
P(En) = P(Ao)Pa,(B1)Pp, (Az2)-.Pay, _(Ban-1)Pp,,_, (Can)

1 n
PE,)=1x1x1/2x1x..x1/2= <2>
Iy a 2n + 1 termes (instants de 0 & 2n.)
“+o0
3. F = U FE,,. Les événements F,, sont incompatibles, d’aprées le théoreme de la limite monotone,
k=1

n “+o0 k
. n . 1 —
P(E) = ngrfoo P(Up_1Ey) = ngrfoo 2 P(Ey) = kE_ (2> =1

—
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Exercice 3

2 2
1. P(Cy) = P(PPy) = (;) = 5 et P(Cs) = P(RP,Py) = (g) -2

2. Avec le systéme complet d’événements (Fy, P1 Pa, P1F») et par la formule des probabilités totales
P(Cy) = Pp,(Co)P(F1) + Ppy g, (Cr) P(PLF2) + Pp, p, (Cr) P(P1LP)

On a Pp,(Cy,) = P(Cp—1) car une fois que l'on a tiré face au ler lancer, alors on remet & 0 notre modeéle et
on n’est plus avec n lancers mais avec n — 1 lancers ( et toujours pour finir par pile-pile.)
De la méme fagon Pp, f,(Cy) = P(Cr—2) et Pp,p,(Cp) =0 car n > 2.

On alors ) 5
P(Cn) = gP(Cn—l) + §P(On—2)
3. On considere la suite (uy,),>2 récurrente d’ordre 2 définie par up = g, ug = % On a pour tout n > 2,
up = P(Cy).
L’équation caractéristique est 2% — %x — % = 0 et a pour solutions z; = —1/3 et x5 = 2/3 La suite a une

expression de la forme,
" N 2\"
Uy = — _
3) M3
Avec les valeurs de ug et ug on trouve que A =4/3 et p = 2/3.

—+o0
4 1 1 2 4 1
4. ;P(Cn) =3 §ﬁ_%) + 3 X §q = 1. On en déduit que I’événement obtenir Pile-Pile est presque

sur.

Exercice 4

—+oo —+oo +oo
1. Ecrire I’événement B = m A,, puis B = U B, et B= U Ch.
n=1 n=1 n=1

2. Tout d’abord pas l'indépendance des tirages (avec remise), on :

= (2) s pm = (2) aren -1 (2)'

* Avec la premiere écriture, la suite d’événements (A,,) étant décroissante (4,11 C A,,) on a par le théoreme

2
de la limite monotone, sachant que 3 €l -1;1].

P(B)= lim P(A,)=0

n——+00

On en déduit que P(B) = 1.

* Comme les B,, sont incompatibles, on a

+oo “+oo n—1
1 2 1 1
PB)=SPB)=-5(2) =:
()= 3 PB 3k_1(3) -

* La suite d’événements (C),) étant croissante (C,, C Cpy1), on a par le théoréme de la limite mono-

=1

2
3

tone,sachant que 3 €l-11[:
P(B)= lim P(C,) =1

n—-+oo
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Exercice 5

1. (a) Il s’agit d’une suite décroissante A, 1 C A, pour tout n > 2.
(b) A= ﬁo A,
2. (a) Si U: :e2st I’événement la boule tirée dansnl’urne Uy nest blanche ilors par indépendance des tirages et
comme A,, = ();_, Uy. alors P(4,) = P(k(]1 Uk) = ! 1P(Uk) = ,};[1 % = %

1
(b) D’apres le théoréme de la limite monotone P(A) = lim P(A,)= lim — =0.
n—-+oo n—-+oco n
22-1 3 2+1
3. Initialisation : P(A) = P(Uy) = ——— = - = .
(a) Initialisation : P(As2) (Us) 52 1= 33
Hérédité : Les tirages étant indépendants, les urnes sont différentes, P(A, 1) = P(Uny1 N A4,) =

n+1)2-1_ n+1 n+2

. , . n+1
On a montré par récurrence que, pour tout entier n > 2 : P(A,) = o
n
> PN .. T L n+1 1
(b) D’apres le théoréme de la limite monotone P(A) = ngr-ir-loo P(A,) = HBTOO 5y = 3

Exercice 6

N
1. Pour tout entier i > 1, P(A;) = () .
n

1——+00 ! i——400
1=1

+oo
2. La suite d’événements (A;) est une suite décroissante et lim P(A;) = 0 donc P (m Ai> = lim P(4;) =0.

+oo
On peut écrire A = ﬂ A; donc P(A) =1— lim P(A;) =1-0=1. L’événement ” on obtient au moins une

1—+o00
=1

boule blanche ” est presque siir.

Exercice 8

1) Pour tout ¢ € N* on note S; ’événement « le dé ameéne le 6 au i-éme lancer »et A,, « le dé est lancé au moins n

- 7 5 n—1
fois ». On a P(A;) =1 et pour tout n > 2, P(A,) = P(S1N---NSp_1) = (6) . Cette derniere formule reste

vraie pour n = 1.

n—1
Donc Vn € N*, P(A,) = (2) .
2) Pour tout k € [1;5], on note B¥ I'événement « le dé numéro k améne 6 en au plus n relances ».
On a B, = BLN---N B3 et par indépendance P(B,,) = P(BL) x --- x P(B2). Or P(B}) = --- = P(B3). Donc
5
P<Bn) = (P(B’}L)> .
Calculons P(B}).

- o 5 n+1
On a Bl=«le dé numéro 1 est lancé au moins n + 2 fois », donc il découle de 1) que P(B}) = () et alors

6
5\ " 5N\ 5
P(B})=1- (6> . Il en résulte que P(B,) = (1 - <6> ) .
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+oo
3)Ona B = ﬂ B,,. Or pour tout n € N, la suite d’événement, (B,,),ecn est croissante, donc, d’apres le théoréeme
n=0
5 n+1
de la limite monotone P(B) = lim P(B,) = lim <1 — () ) = 1. Donc on est presque sir d’avoir que
n—-+4oo n—-4o0o 6

des 6.

Variables aléatoires discrétes

Exercice 12

On considére une variable aléatoire X (2) = [0;4]. On donne :

PX =0) = o, P(X =1))= 7 et P(X =2))=

1. Sachant que les événements [X = 3] et [X = 4] sont équiprobables, déterminons P([X = 3]). Ona Z P([X =

| et P(X =38]) = P(IX =4]), donc ZP )+ 2P([X =3)) = 1. On a ZP ;g donc
PX=3) = =

2. Calculons 'espérance et la variance de X.

9 12

B(X) = 0x P([X = 0])+1x P([X = 1])4+2x P([X = 2))+3x P([X = 3))+4x P([X = 4]) = 04+ 0t =
10+40+9+12 71
40 40

B(X?) = 0 x P(IX=0]) + 12 x P(IX =1]) + 2% x P([X =2]) + 3% x P([X =3]) + 42 x P([X =4]) =

1 27 48 10+80+27+48 165 33 e , 165 712 1559

O+ 3 2+ 0t~ 10 =0 = g OmaV(X)=EX")-(EX)" =35~ = 600"

3. Déterminer une expression de la fonction de répartition Fx de X et tracer sa courbe représentative.
Pour tout x € R on a

1 7 17
Fx(z) =0siz € |—00;0[, Fx(z) = 1 sixz e [0;1], Fx(z) = 20 sixz e [1;2], Fx(z) = 20 sixz € [2;3],

37
Fx(x):E sizel3;4]et Fx(z)=1siz € [4;+00],

Exercice 13

1 T -1 1012
I Ex@) g l3]1
2. B(X)=-1xg+0x3+2x4=2
2 2 17
VIX)=-1x (-8 +0x(3-8) +2x (53-§) ==

~!
ol O
oI = —
SIS

Exercice 14
Soit a un réel et X une variable aléatoire discrete telle que :
XQ)=NetVke N, P([X =k]) = —.

Déterminons « puis calculer I’espérance de X.
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+oo +oo
«a 1
Onal:l;)P([X:k]):kZZOH:ae, donc a = >

n

n n n 1
On a pour tout n € N*, Z EP([X =k]) = Z k% = Z k% = az et avec un changement d’indice on
k=0 " k=1

—1)!
k=0 k 1(k 1!
n n—1 1 n—1 1
a kz_:okP([X =k]) = akz_% ok Or nEI_POOkZ_O i donc E(X) existe et on a E(X) = ae = 1.

Exercice 20

1. (a) Sion veut (X > i) pour tout ¢ € {1, 2, 3}, on veut des numéros > %, alors on ne peut choisir que les
numéros allant de i a3 (lyenad3—i+1=4—1).
Ainsi, les tirages étant indépendants (car avec remise), on a :

P(X}z‘)<4;i>n

On en déduit alors la loi de X :

We{LzayPﬂfwf¢¥>®FWX>i+U(43©n<33qn

(b) Sion veut (Y < j) pour tout j € {1, 2, 3}, c’est a dire le plus grand des numéros doit étre < j, alors on
ne peut choisir que les numéros allant de 1 & j (il y en a j).
Ainsi, les tirages étant indépendants (car avec remise), on a :

On en déduit alors la loi de Y :

Vi€ {1,2,3}, P(Y =) = P(Y <j) - P(Y <j— 1) = (9_ (J;l)

2. On effectue des tirages successifs d’'une boule avec remise, jusqu’a obtenir pour la premiere fois un numéro
déja tiré. On note alors Z le rang de ce dernier tirage.
a) Z(Q) =[[2;4]]. On a bien sur, P(Z =1) = 0.
Si on note X7 le numéro de la boule lors du premier tirage, X; = 1, X; = 2 et X; = 3 forment un
systeme complet d’événements. Pour tout k& € N*,

P(Z =2)=Px,=1(Z =2)P(X1 =1) + Px,=2(Z = 2)P(X1 = 2) + Px,=3(Z = 2)P(X1 = 3)

1
Or Px_;(Z =2) = 3 pour ¢ = 1,2 ou 3. En effet, il y a une chance sur 3 qu’on ait le méme numéro au
deuxiéme tirage.
P(Z =2)=Px,=1(Z=2)P(X1 =1)+ Px,—2(Z =2)P(X1 =2) + Px,—3(Z =2)P(X, = 3)
1 1 1

1101 1
P(Z=92) ==X -4 =x—F=x===
( )=3x3t3x3t3%373

(Z = 4) signifie qu'on tire lors des trois premiers tirages 3 numéros différents, il y a 6 triplets avec

numéros différents sur les 27 triplets possibles. Soit P(Z =4) = —.

27
1 6 12
Donc P(Z=3)=1-P(Z=2) - P(Z=3)=1— = — — — —
1 12 6 26
b) E(Z)=2x — iy — ==
) B(Z)=2x34+3x o tdx g =3 .
1 12 6 80 240 [26\° 44
E(Z2) =22 x - 13 x = +42%x = = 2 V(2)=E(Z2) - (E(2)? = — - (2] =2
() =T x g+ x g+ ix =35 V2 =BZ) - (B2) = % (27) 81
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Exercice 22

1. Si pour tout k£ € N on note P,j‘ et FkA les événements la piece A donne respectivement "pile" et "face" au kieme
tirage,
P(X=k)=PPAnP!n..0PA NFY
Par indépendance, P(X = k) = P(PA NP Nn...nPA, NFA) =d*1(1—-a).
De la méme fagon P(Y = k) = P(PANPAN....0nPA NFA) =b1(1—b).

2. (X =Y)=U{>(X =kNY = k), par incompatibilité et indépendance

P(X=Y)= iOP(X =k)P(Y =k) = f(l —a)(1 —b)(ab)F!
k=1 k=1
+oo —a .
P(X=Y)=(1-a)(1-b)) (ab)*=(1-a)(1-0) - _1ab _a : z(cllb b,

k=0

3. P(X>n):1—P(X<n):1—i:(l—a)ak_1:1—(1—a)nz_:ak:1—(1—a)
k=1 k=0

1—a™

1—a

n

+oo +oo +oo
4. PX>Y)=) Py_n)(X >Y)xPY =n) =Y P(X >n)xPY =n=)) a"x(1-bp"" =
oo n=1 ) n=1 n=1
a(l=b) Y (ab)" ' =a(l - by
n=0
5 PX2Y)=P(X=Y)+P(X>Y)= %(alb_bﬂaa—b)l_lab = 11—_;5

Chaine de Markov

Exercice 23

1. (a) (X, =1),(X,=2),(X, =3), (X, =4) forment un systeme complet d’événements.
D’apres la formule des probabilités totales :

P(Xpi1=1) = Px,=1)(Xnt1 = 1) + Px,=2)(Xnt1 = 1) + Px,=3)(Xnt1 = 1) + Px,=a)(Xpt1 = 1)

1
Pour ¢ € {1,2, 3,4}, sachant le pion sur un sommet 4, il y a une 3 qu’il atteigne le sommet j, j # i et il
ne peut atteindre le sommet 7 s’il est en ¢ donc

1 1
P(Xnp1 = 1) = P(X, =2) + ; P(X, =3) + ; P(X,, = 4)

(b)
(Xn =1),(Xn =2),(Xp =3), (Xn =4)
forment un systéme complet d’événements,

Mais 1
P(XnJrl = 1) = g(P(Xn :2)+P(Xn:3)+P(Xn :4))

Ainsi

P(Xpp1=1)=-—-P(X, =1)

Q| =
Wl =
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(¢) La suite (u,) définie pour tout n € N u,, = P(X,, = 1).

Onawuy=1et upy1 = 37 §u” C’est une suite arithmético-géométrique, dont une étude donne son
expression en fonction de n :

1 n
vn € Nu,, = <> +

1
3) T4

3/1\" 1
Alors pour tout entier naturel n, P(X,, =1) = 1 (3) + 1

2. En procédant de la méme manieére qu’a la question précédente,on obtient

3. B(X,) =1x P(X, =1)+2x P(X,, =2) +3 x P(X,, =3) +4 x P(X,, =4)

E(Xn)i<;>n+i+(2+3+4) (i <;>n+i> :%OJF

N | =

)
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