TD n° 13 Probabilités sur un univers infini ECG1 LMA 2022/23

Espaces probabilisés - Généralisation

Exercice 1

1. Ej : a partir du 5éme lancer, tous les lancers donnent pile.
FEs : les 4 premiers lancers donnent face et tous les suivants donnent pile.
E5 : au moins l'un des lancers & partir du 5eme donne pile.
+oo
2. On peut écrire U Ag
k=n+1

—+oo
3. (a) Ona B, = ﬂ Ay
k=n

+oo [/ +oo
(b) Ona B, = (ﬂ Ak>
k=n

Exercice 2

1. 1l suffit de montrer que la puce est en B en des moments impairs car elle ne peut venir en C qu’a partir
de B. Pour tout entier n, notons A,, I’événement la puce est en A a 'instant n et B,, ’événement la puce
est en B a l'instant n et C,, '’événement la puce est en A a Iinstant n. A, , B,, et C, forment un SCE
Pour tout entier n > 0

Ba,, = (A2n—1 N Bay) U (Bap—1 N Bay) U (Cop—1 N Bay) = Aoy UDU D = Ay

Montrons maintenant que pour tout n > 0, Az,_1 = @) par récurrence.
Initialisation : de maniére évidente A; = () car la puce est en B en 'instant 1.
Hérédité : On a

Agpy1 = (Aan N Azpy1) U (Bap N Azpy1) U (Cop N Agpgr) =0U Ba, UD

OI‘ B2n = A2n71 = @ dOIlC A2n+1 = 0

On a montré que pour tout n > 0, Ag,_1 = 0.

Ainsi la puce n’est jamais en B en un instant pair. Elle est donc en des instants impairs en B. Or la puce
qui arrive en C' vient forcément de B, (on a pour tout n € N* C,, = B,,_1 N Cy,).

2. L’événement E,, que la puce arrive en C pour la premiere fois a I'instant 2n, n € N*. est donnée par

n

E,=ANBiNA;NBsN..NAsy_oNBoy,_1NCoy, = ﬂ (A2k72 n ngfl) N Cap,
k=1

P(En) = P(AO)PAO (Bl)PAgﬁBl (A2)"'PA[)Q...OA2”72(B2n71)PAom...mB2n71(0277,)
P(E’ﬂ) - P(AO)PAO (Bl)PBl (AQ)"'PA2TL72 (Banl)Panfl(CQ’ﬂ)

1 n
P(En)1><1><1/2><1><...><1/2<§>

Il'y a 2n+ 1 termes (instants de 0 & 2n.)
—+oo

3. F= U FE,,. Les événements E,, sont incompatibles, d’apres le théoreme de la limite monotone,
k=1

n—-+oo n—-+oo

n “+ o0 k
1
P(E)= lim P(Uj_,Ey) = lim > P(E)= (5) =1
k=1 k

—

page 1



TD n° 13 Probabilités sur un univers infini ECG1 LMA 2022/23

Exercice 3

1. P(Cy) = P(PPy) = (%)2 = g et P(Cs) = P(F\P,Ps) = % <§>2 = %.

2. Avec le systéme complet d’événements (F1, P1 Pa, P1F») et par la formule des probabilités totales
P(Cn) = Pp,(Cn)P(F1) + Pppy (Cn) P(PLF2) + Ppypy (Cn) P(P1LP,)

On a Pr, (C),) = P(Cp_1) car une fois que l'on a tiré face au ler lancer, alors on remet & 0 notre modéle
et on n’est plus avec n lancers mais avec n — 1 lancers ( et toujours pour finir par pile-pile.)
De la méme fagon Pp, g, (Cy) = P(Cr—2) et Pp,p,(Cy,) =0 car n > 2.

On alors 1 5
P(Cy) = gP(Cn—l) + §P(Cn—2)
3. On considére la suite (up)n>2 récurrente d’ordre 2 définie par us = g, uz = o7 On a pour tout n > 2,
un, = P(Cy).
L’équation caractéristique est 22 — %z — 3 = 0 et a pour solutions 7 = —1/3 et zo = 2/3 La suite a une

expression de la forme,
Uy = PR —
3) TH\3
Avec les valeurs de ug et ug on trouve que A =4/3 et u = 2/3.

+oo
4 1 1 2 4 1
4. ;P(C’n) — 3 §ﬂ + 3% §@ = 1. On en déduit que I'événement obtenir Pile-Pile est

presque sir.

Exercice 4

+oo +oo +o0o
1. Ecrire I'événement B = ﬂ Ay, puis B = U B,,et B= U Ch.

n=1 n=1 n=1

2. Tout d’abord pas l'indépendance des tirages (avec remise), on :

o= (2) wis pis = (2) Lerrmicy -1 (2)"

* Avec la premiére écriture, la suite d’événements (A,,) étant décroissante (A, 1 C A,) on a par le
théoreme de la limite monotone, sachant que 3 el —1;1].
P(B)= lim P(A,)=0

n—-+o0o

On en déduit que P(B) = 1.

* Comme les B,, sont incompatibles, on a

+o0 1+oo 2n71 1
P(B) = P(B,) =< - = - =1
ey 3 (5 oais

* La suite d’événements (C),) étant croissante (C,, C Cp41), on a par le théoréme de la limite mono-

tone,sachant que 3 €l-1;1]:
P(B)= lim P(C,)=1

n—-+o0o

Exercice 5

1. (a) Il s’agit d’une suite décroissante A, 1 C A, pour tout n > 2.
—+o0
(b) A=) An
n=2
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2. (a) Si Uy est événement la boule tirée dans I'urne U}, est blanche alors par indépendance des tirages et

n ~ . k-1 1
comme A, =(),_; Ug. alors P(4,) = P(m Ug) = H P(Uk) = H k& n
k=1 k=1 k=1
1
(b) D’apres le théoréme de la limite monotone P(A) = lim P(A,)= lim — =0.
n—+oo n—+oo N

22 -1 3 241

. Tnitialisation : P(Ay) = P(Us) = ———= — = — _
3. (a) Initialisation : P(Aj) (Us) 72 1= 5x3
Hérédité : Les tirages étant indépendants, les urnes sont différentes, P(A,4+1) = P(Un+1 N A,) =

(n+1)?-1 n+1 n+2
P P(A,) = = .
(Un+1) X ( n) (7’L+ 1)2 X m 2(TL+ 1)

n+1
On a montré par récurrence que, pour tout entier n > 2 : P(A,) = 2+ .
n
1 1
(b) D’apres le théoréme de la limite monotone P(A4) = lim P(A,) = lim ntl_ 2
n—-+oo n—-+o0o 27’L 2

Exercice 6

k 2
1. Pour tout entier i > 1, P(A;) = <—) .
n

—+o0
2. Lasuite d’événements (A4;) est une suite décroissanteet lim P(A;) = 0 donc P (ﬂ AZ-) = lim P(4;) =
1——+00 i=1 1—400

0.

—+oo
On peut écrire A = ﬂ A; donc P(A)=1— lim P(A4;) =1—-0=1. L’événement ” on obtient au moins

1——+o00
i=1

une boule blanche ” est presque sfir.

Exercice 7

1) Pour tout entier n > 2 on note A™ I’événement « au cours des n lancers on n’a jamais face-pile dans cet

ordre. » On a A,, = U By avec By = Fy---F, et pour k #£0, B, = Py - P Fy41 -+ F,,. comme les By sont

k=0
n n

incompatibles deux & deux on a P(A,,) = P(By) et par indépendance P(A,) = Zpkq”*k.
k=0 k=0
n+1
2n
pn-i-l _ qn—i-l

1
Sip=gq= 3 alors P(A,) =
Si p # q alors P(4,) =
pP—q
2) On note A I’événement « on n’a jamais face-pile dans cet ordre. »

—+o0
Ona A= ﬂ A, et (Ap)nen est une suite décroissante d’événements, donc résulte du théoréme de la limite

n=0

monotone que P(A) = lim P(A4,)=0.

n—-+oo

Exercice 8

1) Pour tout 7 € N* on note S; ’événement « le dé amene le 6 au i-éme lancer »et A,, « le dé est lancé au moins
. _ 5 n—1
n fois ». On a P(A;) =1 et pour tout n > 2, P(4,) =P(S1N---NSp_1) = <6) . Cette derniere formule

reste vraie pour n = 1.

n—1
)
Donc Vn € N*, P(A,) = (6) .

2) Pour tout k € [1;5], on note B¥ I'événement « le dé numéro k ameéne 6 en au plus n relances ».
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OnaB =Bln
= (P(B, )

Calculon P(B}).

N B3 et par indépendance P(B,,) = P(B}) x --- x P(B2). Or P(B}) =--- = P(B3). Donc

_ o 5 n+1
On a Bl=«le dé numéro 1 est lancé au moins n + 2 fois », donc il découle de 1) que P(B}) = (—) et alors

6
5 n+1 5 nt1\ 0
P(B;) =1~ (6) . Il en résulte que P(B,) = (1 - (6) )

+oo
3)OnaB = ﬂ B,,. Or pour tout n € N, la suite d’événement (B,,),en est croissante, donc, d’apres le théoréme
n=0
n—-+0oo n——+00 6

5
5 n+1
de la limite monotone P(B) = lim P(B,) = lim <1 - <—> ) = 1. Donc on est presque sir d’avoir

que des 6.

Exercice 9

On lance deux dés équilibrés jusqu’a ce que la somme des numéros obtenus fasse 5 ou 7.

1. (a) Déterminer la probabilité de 'événement E,, "on obtient une somme de 5 au n’®™¢ double jet et sur
les n — 1 premiers jets ni la somme de 5 ni celle de 7 n’apparait”.
On note S,, ’événement “on obtient une somme de 5 au n’®™¢ double jet " et T}, 'événement "on

n—1
obtient une somme de 7 au n*®™¢ double jet "et U, = S,.NT,.On a alors E,, = ﬂ UpNS,.
k=1
4 1
On a S, ={(i,5b—1), i € [1;4]} et T, = {(4,7 — i), i € [1;6]}, donc P(Sk) = 36 = g’ P(Ty) =
6 1 26 13
— = —et P(U, .
3% 6t PUN=35"15

1
13 1
Donc par indépendance on a pour tout entier non nul n , P(E,) = (1_8> X g

(b) En déduire la probabilité qu’on s’arréte sur une somme égale a 5.

+oo
On note E I'événement "on s’arréte sur une somme égale a 5". Ona F = U E, et les F,, sont incom-
n=1 n
patibles deux & deux, donc il résulte du théoréme de la limite monotone que P(E) = hIJIrl P(
n—-+0oo
o/t 1 1 2
hm — X —= =X T 13 = g
n=too £ \ 18 9 9 1-1

2. On note F I’événement "on s’arréte sur une somme égale a 7".
On reprend le méme schéma que dans 1), en F, on obtient une somme de 7 au n’*™¢ double jet et sur les
n — 1 premiers jets ni la somme de 5 ni celle de 7 n’apparait”.

n—1
On a alors F,, = ﬂ Ui N Ty,. Donc par indépendance on a pour tout entier non nul n , P(F,) =
k=1
13\"" 1
— X =
18 6
+oo
On a F = U F,, et les F), sont incompatibles deux a deux, donc il résulte du théoreme de la limite
n=1
n k—1
13 1 1 1 3
monotone que P(F) = nngrrlOOP U Fy) ngl-lr-loo > (1_8) XE=5 %10 I =
3. L’événement G " le jeu ne s’arréte jamais'=E U F. Donc P(G) =1—-P(EUF) =1—- P(E) — P(F) =
2 3
1-2-Z=o.
5 5
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Exercice 10

Soit F,, I’événement : « Le n-éme lancer donne Face »
Pour tout n € N, P(F,,) =pet P(F,)=1—-p=q
1. Soit A,,. (resp. By) 'événement : « A (resp. B) gagne au n-éme lancer » et A (resp. B) ’événement : «A
(resp. B) gagne le jeu ».

Si A gagne le jeu, c’est obligatoirement lors du lancer n° 1,ou n° 3, ou d’un lancer de n° impair.
+oo
Donc A = U Aont1

n=0
—+ o0
Les événements As, 41 sont incompatibles deux & deux, donc P(A) = Z P(Agp41).
n=0

P(A)) = p(F1,) =p, P(A3) = P(ﬁmﬁﬂ F;) = ¢*p car ﬁ, F, et F3 sont mutuellement indépendants.
P(Agpi1) = P(FLNFa N0 Foy N Fapy1) = ¢°p.

—+o00 —+o0 —+o0 p
_ 2n __ 2\n __
Donc Y~ P(Asni1) = Y pg ﬂ&]ﬂ‘wiﬁ
n=0 n=0 n=0
p 1
Donc P(A) = =
1-q)1+q) (2-p)
2. Soit T),, 'événement : « Le jeu se termine au n-eme lancer » et soit 7' I’événement : « le jeu se termine ».
+oo
mmTzLM}%Q:EJB:Eh&,ngnzﬁmﬁmmmadma.
n=1

—+o0
Les T, sont deux & deux incompatibles, donc P(T') = Z P(T},). Comme P(T},) = q¢" 'p.,ona P(T) =
n=1
+oo
p

qu”_l, don a P(T) = T—a= b_.
el q P

Le jeu se terminera donc presque slirement.
Exercice 11
Deux joueurs lancent 2 dés parfait. A commence. Si la somme des numéros obtenus est 6, il a gagné. Sinon B

lance les dés et si la somme des numéros obtenus est 7, il a gagné. Sinon A rejoue et ainsi de suite. Quel joueur
a le plus de chance de gagner?

Réponse

Variables aléatoires discrétes

Exercice 12

On considére une variable aléatoire X () = [0;4]. On donne :

P(X =0) = &, P(X =1)) = ; et P(X =2]) =

4

4
1. Sachant que les événements [X = 3] et [X = 4] sont équiprobables, déterminons P([X = 3]). Ona Z P(X =1]) =
=0

1 et P([X =3]) = P([X =4]), donc ZP([X =i])+2P([X=3])=1.0na ZP([X =1]) = ;—g, donc
PX=3) = o

2. Calculons l'espérance et la variance de X.
1
EX)=0xP([X=0)+1xP([X=1)+2xP([X =2])+3x P([X =3])+4x P([X =4)) :O+Z+
9 12 10+40+9+12 71

1+ =TT 2
LTI 40 40
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EX?)=0xP([X=0)+1>xP([X=1)+22xP([X=2])+3x P([X=3]) +4* x P([X =4]) =
1 27 48 10480427448 165 33 165 712 1559
0+-+24+—4+— = =~ ="_"OnaV(X)=EX>)—-(BX))?="F-—F =—.
MVRERP TR 10 0~ s Ona V) = BB = 5515 = Te00

3. Déterminer une expression de la fonction de répartition F'x de X et tracer sa courbe représentative.

Pour tout x € R on a

1 7 17
Fx(z) =0siz €]—00;0[, Fx(x) = 10 sixz e [0;1], Fx(z) = 20 sixz e [1;2[, Fx(z) = 20 sixz e [2;3],

FX(x):i—g size[3;4]et Fx(z)=1siz¢€[4;+00],

Exercice 13

1 z -110] 2
2. B(X)=-1xg+0x3z+2x41=2

Ve =1 (3= rox (- r2x (3-8 = 5
3 Y 0114

PO [5[813

Exercice 14

Soit o un réel et X une variable aléatoire discrete telle que :
X(Q)=Net Vk € N,P([X =k]) = %

Déterminons « puis calculer I'espérance de X.

—+o0 —+o0
Q 1
Onal:];)P([X:k]):];)H:ae,donca:g.

n

n n n 1
On a pour tout n € N*| Z EP([X =k]) = Z kz% = Z kz% =« Z et avec un changement d’indice
L=k

— 1)
k=0 k=0 k=1 (k—1)!
n n—1 1 n—1 1
ona kZ_Ok:P([X =k]) = akz_o ik Or nll}rilm; i donc E(X) existe et on a E(X) = ae = 1.

Exercice 15

Soit (n)n>1 €t (vn)n>1 deux suites définies pour tout entier n € N* par :

1 1 1

n=——7——35 et v, = —.
“ n? (n+1)2 v nin+1)

1. Montrer que les suites (uy)n>1 €t (un)n>1 définissent une loi de probabilité.

2. Soit Y la variable aléatoire dont la loi est donnée par :

1 1
Y(Q)=N"etVke NP(Y =k]) = 5 - ——.
(@) =N et ¥k € NP(Y = k) = 15 -
Y admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
3. Soit Z la variable aléatoire dont la loi est donnée par :
1

Z(Q) = N* et Vk € N*, P([Z = k]) = R

Z admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
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Exercice 16

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, A, P) telle que : X () = N* et Vk €

N PIX = H) = g
1 1 1

1. Montrer que, pour tout k£ € N*, on a m = Uk — Ukt+1, OU Uy = oy m

En déduire une valeur de o.

2. Calculer I'espérance de X.

3. Montrer que X ne possede pas de variance.

Exercice 17

On pioche successivement deux boules, sans remettre la premiere boule, dans une urne contenant 5 boules
numérotées de 1 a 5. On note X la valeur absolue de la différence des deux numéros obtenus.

1. Donner le loi de X.

2. Calculer 'espérance et la variance de X.

Exercice 18

On lance un dé a quatre faces numérotées de 1 a 4. La probabilité de chacune des faces est proportionnelle
numéro qu’elle porte. On appelle X la variable aléatoire égale au numéro obtenu.

1. Déterminer la loi de X et sa fonction de répartition.

2. Calculer I'espérance et la variance de X.

1
3. Dét i E(—=).
éterminer (X)

Exercice 19

On tire simultanément deux boules au hasard d’une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On appelle
X la variable aléatoire égale au plus grand des numéros obtenus.

1. Déterminer la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X.
2. En déduire la loi de X.

3. Calculer I'espérance et la variance de X.

Exercice 20

1. (a) Sion veut (X > i) pour tout i € {1, 2, 3}, on veut des numéros > 4, alors on ne peut choisir que les
numéros allant dei a3 (ilyena3—i+1=4—1).
Ainsi, les tirages étant indépendants (car avec remise), on a :

PX > i) = (4;,)n

Vie{1,2,3},P(X=))=P(X >i)—P(X >i+1) = (4;1)”_(3;,>”

On en déduit alors la loi de X :

(b) Si on veut (Y < j) pour tout j € {1, 2, 3}, c’est & dire le plus grand des numéros doit étre < j,
alors on ne peut choisir que les numéros allant de 1 & j (il y en a j).
Ainsi, les tirages étant indépendants (car avec remise), on a :

P <= (3)
3
On en déduit alors la loi de Y :

Vie{1,2,3}, P(Y =j) = P(Y <j) - PY <j-1)= (2)"_ (3;1)”
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2. On effectue des tirages successifs d’une boule avec remise, jusqu’a obtenir pour la premiere fois un numéro
déja tiré. On note alors Z le rang de ce dernier tirage.

a) Z(Q) =1[2;4]]. On a bien sur, P(Z =1) = 0.
Si on note X le numéro de la boule lors du premier tirage, X; = 1, X; = 2 et X; = 3 forment un
systeme complet d’événements. Pour tout k& € N*,

P(Z =2)=Px,=1(Z =2)P(X1 = 1) + Px,=2(Z = 2)P(X1 = 2) + Px,=3(Z = 2)P(X1 = 3)

1
Or Px—;(Z =2) = 3 pour i = 1,2 ou 3. En effet, il y a une chance sur 3 qu’on ait le méme numéro

au deuxieme tirage.

11 1 1 11
P(Z=92)==x 1 %= 1.1
( )=3X3+3X37T3%373

(Z = 4) signifie qu’on tire lors des trois premiers tirages 3 numéros différents, il y a 6 triplets avec

P(Z =2) = Px,-1(Z = 2)P(X1 = 1) + Px,s(Z = 2)P(X, = 2) + Px,_5(Z = 2)P(X, = 3)
1

numéros différents sur les 27 triplets possibles. Soit P(Z = 4) =

2_7.
1 6 12
Donc P(Z=3)=1-P(Z=2)—P(Z=3)=1—~ — > = =
one P(Z=8)=1-P(Z=2)-P(z=3)=1- 1 > _ 12
1 12 6 26
b) B(Z)=2x - Ciax =2
) B(Z)=2x 343 x o +dx o= .
1 12 6 80 240 /26> 44
E(Z) =922 x 2432 x 442 — = V() =FE(Z>)—(E(Z7))2="Z=_(Z) = =2
() =T x g+ x5 =35 V@) = B(Z) - (EQ2) = % (27) 81

Exercice 22

1. Si pour tout k£ € N on note P,f et F ,;4 les événements la piece A donne respectivement "pile" et "face" au
kiéme tirage,
P(X=k)=PP NP0 ....0P~, NEY
Par indépendance, P(X = k) = P(PA NP N...nPA, NFA) =ad*1(1—a).
De la méme fagon P(Y = k) = P(PANPAN...nPA, NnFA) =b1(1-b).

2. (X =Y)=U{X(X =kNY = k), par incompatibilité et indépendance

+o0 too
=Y)= Y P(X=K)P(Y =k)=>_(1—a)(1 - b)(ab)*"!
k=1 k=1
+oo
P(X=Y)=(1=-a)(1-0)) (ab)* = (1 -a)(1 - b)7 jab s _1a,)(ib_ L
k=0
3. P(X>n)=1-P(X zn:1—a l=1-(1-a) Za —1—1—@)111aa:a”
. k=1 -
4. P(X >Y) =Y Py—n)(X >Y)x P(Y =n) = » P(X >n) x P(Y Za x b =
. n=1 X n=1
a(1-b)> (ab)"' =a(l-b) .
n=0
5. P(X2Y)=P(X=Y)+P(X>Y)= %%b*bua(lfb)l_lab = 11:;()

Chaine de Markov
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Exercice 23

1.

ECG1 LMA 2022/23

(a) (Xp=1),(X,=2),(X, =3), (X, =4) forment un systéme complet d’événements.

D’apres la formule des probabilités totales :

P(Xn1=1) = Pix,—1)(Xnt1 = 1)+ Px,=2) (X1 = 1)+ Prx,—3)(Xny1 = 1)+ Prx,—4)(Xnt1 = 1)

1
Pour i € {1,2,3,4}, sachant le pion sur un sommet i, il y a une 3 qu'il atteigne le sommet j, j # i

et il ne peut atteindre le sommet i s’il est en ¢ donc

P(Xpi1 = 1) = P(X, = 2) 4 3 P(X, =) 4 2 P(X, = 4)
(Xn = 1)a (Xn = 2)a (Xn = 3)’ (Xn = 4)

forment un systéme complet d’événements,

P(Xn:1)+P(Xn:2)+P(Xn:3)+P(Xn:4):1

Mais 1
P(Xys1 =1) = 5(P(X, = 2) + P(X,, =3) + P(X, = 4))
Ainsi L1
P(Xpp1=1)==—P(X, =1
(Xn1=1) =3 — 3 P( )
La suite (u,) définie pour tout n € N u,, = P(X,, = 1).
Onawuy=1cet upy1 = - — —uy. Cest une suite arithmético-géométrique, dont

3 3

expression en fonction de n :

1\" 1

3/1\" 1
Alors pour tout entier naturel n, P(X,, =1) = 1 <§) + 1

2. En procédant de la méme maniere qu’a la question précédente,on obtient

P(X,=2) = P(X, =3) = P(X, = 4) = _% (%) +i

3. B(X,)=1xP(X, =1)4+2x P(X, =2)+ 3 x P(X,, =3) + 4 x P(X,, = 4)

w03 ) +heeero (HE) )24

Exercice 19

une étude donne son

On dispose de deux urnes U; et Us, de six boules numérotée de 1 a 6 ainsi que d’un dé équilibré. Initialement,
P'urne U; contient les boules numérotées 1 et 2, 'urne U, contient les boules numérotées 3; 4; 5 et 6.

On appelle échange ’expérience consistant a lancer une fois le dé et a changer d’urne la boule portant le numéro
obtenu avec le dé. Pour n € N, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans U;
apreés n échanges successifs.

1.

échange?
2. Quelle est la loi de X;? Calculer son espérance E(X7).
3. Déterminer la loi de Xs.

4. En général, quelles sont les valeurs possibles de X,, 7
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5. Montrer que pour tout entier n € N, on a :

P(Xns1 = 0) = ~P(X, = 1)

P(Xn41 =6) = =P(X, =5)
—k k41
P(Xps1=k) = ——P(Xp =k 1) + ——P(X, =k +1); Vk € [1;5]

2
6. En déduire que, pour tout entier n € N* : F(X,41) = gE(Xn) +1.

7. Calculer alors E(X,,) en fonction de n, puis lir_irrl E(X,).
n—-+00

Exercice 21

Deux urnes U; et U, contiennent des boules blanches et noires en nombres respectifs by, n1, b2, n2 non nuls. On
effectue un premier tirage dans une urne choisie au hasard et on remet la boule obtenue dans son urne d’origine.
Si I'on obtient une boule blanche (resp. noire), le 2™ tirage se fait dans U; (resp. Us).

Au i®™€ tirage, si la boule obtenue est blanche (resp. noire), le (i + 1)™¢ tirage se fait dans Uy (resp. Us).

On considere la variable aléatoire X; définie par :

X; = 1 si 'on obtient une boule blanche au €€ tirage et X; = 0 sinon.

1. Donner la loi de X7 puis de Xbs.
2. Montrer que la suite (P(X; = 0));en est une suite arithmético-géométrique.
3. On suppose ici que by =10, by =12, 17 =5, ny =T7.
(a) Donner Pexpression de P(X; = 0) en fonction de ¢ puis celle de P(X; = 1).
(b) Calculer 1121 P(X;=0)et ligl P(X; =1). Interprétation du résultat.
1—+00 1—>+00

Exercice 23 (ESSEC 2002 option T)

Etude d’une marche aléatoire

1. Résolution d’un systeme d’équations
On considere le systéme de trois équations suivant ou yi, y2, y3 sont des nombres réels donnés, et ou les
inconnues sont x1, 2, x3 :

T1— T2+ T3 =1
Ty — 2T3 = Yo qu’on écrira matriciellement sous la forme PX =Y
T3 = Y3
X désignant ci-dessus la matrice-colonne dont les éléments (de haut en bas) sont 1, z2, x3 et Y la matrice-
colonne dont les éléments (de haut en bas) sont y1, Y2, y3.
(a) Préciser la matrice P de ce systéme.
(b) Résoudre le systéme d’équations précédent.
(c) En déduire la matrice inverse P~1.

2. Calculs matriciels préliminaires
On considere la matrice M suivante :

11
1 = =

2 3

, 11

M= 2 3
1

00 =

3

(a) Expliciter le produit matriciel D = P~1M P et vérifier que la matrice D est diagonale.
(b) En déduire que M = PDP~!, puis que M"™ = PD"P~! pour tout nombre entier naturel n.

(c¢) Expliciter alors les matrices D™ et M™ (on vérifiera le calcul effectué en faisant n =0 et n = 1).

page 10
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3. Etude d’une marche aléatoire
Un individu se déplace sur les trois points Ay d’abscisse 0, A; d’abscisse 1 et As d’abscisse 2 selon les
regles suivantes :
* A Tinstant initial 0, il est au point d’abscisse 2..

* Sl est au point d’abscisse 2 & U'instant n (n € N), il est de fagon équiprobable en 'un des 3 points
d’abscisses 0, 1 ou 2 a 'instant n + 1.

* Sl est au point d’abscisse 1 & l'instant n (n € N), il est de fagon équiprobable en 'un des 2 points
d’abscisses 0 ou 1 a instant n + 1.

* Sl est au point d’abscisse 0 & I'instant n (n € N), il reste au point d’abscisse 0 & I'instant n + 1..

Pour tout nombre entier naturel n, on désigne par X, la variable aléatoire indiquant ’abscisse du point
ol se trouve l'individu & I'instant n et par E (X,,) son espérance.

(a) Exprimer & l’aide du théoréme des probabilités totales les probabilités P (X,,+1 = 0), P (X,41 = 1)
et P (Xpn4+1 = 2) en fonction des probabilités P (X,, =0), P (X, =1) et P(X,, = 2).

(b) En déduire une matrice M d’ordre 3 telle que U, +1 = M U, ou U,, désigne la matrice-colonne dont
les éléments (de haut en bas) sont P (X, =0), P (X, =1) et P (X,, = 2).

(¢) Exprimer le produit matriciel ( 0 1 2 )M en fonction de la matrice-ligne ( 01 2 )
En multipliant & gauche par la matrice-ligne ( 01 2 ) I’égalité matricielle U,,41 = M U, exprimer
E (X,+1) en fonction de FE (X,,). En déduire F (X,,) en fonction de n et sa limite quand n tend vers
+o00.

(d) Préciser Uy et exprimer U, en fonction de M™ et U.
En déduire P (X,, = 0), P (X,, = 1), P (X,, = 2) et leurs limites quand n tend vers 400, puis retrouver
a l'aide de ces résultats l'espérance E (X,,) et sa limite quand n tend vers +oco.

Exercice 24

On considére une piéce truqué pour laquelle la probabilité d’obtenir face est p € ]0;1].

On pose ¢ = 1 — p. Deux joueurs A et B lancent alternativement la piece. A commence. Le premier joueur qui
obtient face a gagné la partie.

1. Quelle est la probabilité que le joueur A gagne le jeu?

2. Quelle est la probabilité que le jeu se termine ?

Exercice 25

On lance deux dés équilibrés jusqu’a ce que la somme des numéros obtenus fasse 5 ou 7.

1. (a) Déterminer la probabilité de I'’événement E,, "on obtient une somme de 5 au n*™¢ double jet et sur
les n — 1 premiers jets ni la somme de 5 ni celle de 7 n’apparait”.

(b) En déduire la probabilité qu’on s’arréte sur une somme égale a 5.
2. Déterminer la probabilité qu’on s’arréte sur une somme égale a 7.

3. Quelle est la probabilité que le jeu ne s’arréte jamais ?

Exercice 6 7
+oo
1. B= ﬂ B,,.
n=1
2. Les tirages se font de maniéres indépendantes (avec remise) donc
P an :nP(Bk): 3\"
k=1 k=1 4

pour tout n € N*

—+o0 n
+oo /3
3. P(B)=P (ﬂ Bk> = lir_iirl P(B,) = 1in% <Z) = 0. L’événement B est négligeable. Il est presque sur
n——+oo n=
n=1

qu’on ne tirera pas que des boules blanches.
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Exercice 7

1.

2.

“+oo
B= ﬂ B,,.
n=1
Si on suppose qu’on a eu By N...N Bi_1 c’est qu’on a eu que des boules blanches sur les (k — 1) premiers

tirages et donc on a ajouté k — 1 boules blanches au total.
Ainsi avec le kiéme tirage, on a la composition de I'urne 3 + k — 1 = k + 2 boules blanches et une boule

k+2
noire. Cela permet d’avoir : Pp,n..np,_,(Bk) = k—j;ii
P<ﬁ Bk> = P(B1)Pp,(B2) X ... X Pp,n..nB, . (Bn) = [11_; Zii g powr tout n € N*
k=1
Alors

n—+40o n—+oon + 3

+oo
P(B):P(ﬂ Bn>: lim P (N}_,B) = lim Sy

n=1

L’événement B est négligeable. Il est presque sur qu’on ne tirera pas que des boules blanches.

Exercice 11

1.

2.

(a) Vn > 1, P(X =n) > 0.

La série géométrique g on est une série géométrique convergente de somme égale a 1. En résumé,
nz=1
on a bien définie une loi de probabilité.

N N
« 1 n . L AT
(b) Pour tout N € N*| Zl nP(X =n) = 3 Zl T On reconnait le terme général de la série géomé-
trique dérivée et :
1 1
B(X) = ;— 3 =2
(1-3)
N 2
2 n . 9
Z n“P(X =n) = Z on OF pour tout entier naturel n, n® =n(n — 1) +n donc
n=1
N N N N N
n 1 1 1 n -1) 1 n

On reconnait les termes généraux des séries géométriques dérivées premiere et seconde.

Le calcul nous donne 1 5 1 1
B(X?) == + = =4+2=6
A-g7 T 20-gp

Par la formule de Koenig-Huygens, on a

1 1
(a) Vn >0, P(Y =n) > 0 lorsque a > 0. De plus on veut g P(X =n) =1 or la série g = E —
n=0 nz=1 nz1
1
converge vers el = e alors il faut que o = —.
e

N

al I n 1 1 131
b) Pour tout N € N, PY =n) =S nPY =n)=-5S"2_2 151
(b) Pour tou ;n( n) Zn( egn e;(n— ez::n
N—1
somme Z o a pour limite e donc
n=0 1
BE(X)=-xe=1
e
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(a) Vn > 1, P(X =n) > 0 lorsque o > 0.

On a
1 1 1
(n+1) n n+1
donc :
N N Ny
YD = S

Par télescopage
Yoo 1
S e
—n(n+1) N+1

Cette somme converge vers 1. En résumé on a bien définit une loi de probabilité.

(b)

N N n N 1
;"XP(Z:"):;n(n+1):;n+1
Or N 1 N-|—11 N+1
2Tl at !

Cette somme diverge car on reconnait une somme de Riemann divergente.

Exercice 12

1. On cherche a tel que

Or d’aprés la formule du bindme appliquée a l'expression (1 4+ x)™, qu’on primitive,

1 - 1 1 1 1
— 1k+1 1 1n+17 — 2n+17
Zk+1<> Z <> n+1(+) n+1l n+1 n+1

k=0
1
Ainsia:%_
2 E(X+1)*i(k+1)P(X—k)—i(k+1)L n\ _ N (M Lo 2D
' a B B E+1\k/) k] T oontl _ 1
k=0 k=0 k—0

n ak(k+1> n\ n n\ o1 2n71n(n+1)
k=1 k=0
2"(n+1) )

3. B(X) = B(X + 1)~ B1) = 02" — 1 = 205 1 Dantre part B(X?) = B(X(X +1) - X) =

EX(X+1)—-EX)alors V(X)=EX(X+1) - EX)—(B(X))?=a2"—1-a2" — (a2""! - 1) =
2n=tn +1)(2"T —n —2)

(@i 1)
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Exercice 15

1. On a la décomposition

On a alors par incompatibilité :

On a alors par indépendance

+o00 too
P(X=Y)=) P(X=kPY =k =p"> (@)
k=0 k=0

Comme ¢? €]0; 1], alors
1 p

PX=Y)=p*x —— = ——
( ) P X ITE T Ty

2. Comme X et Y suivent la méme loi, P(X <Y) = P(Y < X), ainsi
PX<Y)+PX=Y)+PX>Y)=1
donne

1-P(X=Y) q

P(X<Y)= . -1

k

ECG1 LMA 2022/23

3. (X+Y)(Q)=NetVkeN (X +Y =k) = J(X =i) N (Y =k — ). Par incompatibilité

Par indépendance

P(X+Y =k) =Y P(X=i)xP(Y =k—i)

=0

k k
P(X+Y =k) =) pg'pd" " =p°¢" Y 1= (k+1)p°¢"
1=0 1=0
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