TD n° 16 Espaces vectoriels et applications linéaires ECO1 LMA 2016/17

Exercice 1
1 1 2
Dans M3 1(R), on pose e; = 1 |,ea=| 2 | etez= -1
1 3 1
3 1
Ecrire les vecteurs u = —1 et v = —2 comme combinaison linéaire de ey, es et es.
3 5
Exercice 2
1 1
Dans M3 1(R), on pose e; = | —1 et eg = 1
2 -1

Parmi les vecteurs suivants, repérer ceux qui sont combinaison linéaire de e; et e puis expliciter la combinaison
linéaire correspondante :

3 4 10 -1 1 10
U = 1 , U= 1 ], w= -4 |,z = -3 |,y= -5 |,z= -2
0 0 11 4 8 9
Exercice 3
1 -1
Dans M3 1(R), on pose pour tout réel k : ey = | k | et ea = 8 . Déterminer k pour que le vecteur
2 k
1
T = 2 soit combinaison linéaire des vecteurs ey et es.
1
Exercice 4

Parmi les espaces suivants, déterminer ceux qui sont des espaces vectoriels :

1. I} = {( i; > €M27 1(&), xr1 + a0 = 1}
Tl

2. Fy = {( s > € My 1(R), xr1 2:L'2}
Tl

3. F53 = {( o > € Mo 1(]R), 5615620}
T

4. Fy = T2 € M3, 1(R), :C%+:C2—:C3:O
T3
Z1

5. F5: T GMg 1(R), $1+$2:06t$17$3:0
T3

Exercice 5

On se place dans M3 1(R) et on considére les vecteurs suivant :

2 3 1 1
U = 1 , U= 2 , §= 0 et t = 1
-1 -1 -5 2

1. (a) Montrer que u et v sont des vecteurs de Vect(s, t).
(b) En déduire que Vect(u, v) C Vect(s, t).

2. De la méme fagon, montrer que Vect(s, t) C Vect(u, v).
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Exercice 6

Déterminer, parmi les familles suivantes, celles qui sont des bases de M3, 1(R).

2 1 1 1 3 1 0 1
Bi=(| 1|, 2. B=1])|, (-1, (1], B=(lo], 1], |1]],
1 1 1 -1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1
By = 1], -1 |, 1 , Bs = 11, -1 1, 1 , -1
1 1 -1 1 1 -1 -1
Exercice 7
1 1 2
1. (a) Montrer que la famille 1], 2 1], 3 est une base de M3, 1(R).
0 1 2
0
(b) Déterminer les coordonnées du vecteur 1 dans cette base.
-2
1 1 1 1
. 1 1 1 0
2. (a) Montrer que la famille de vecteurs e e o | 3
1 0 3 3
est une base de My, ;.
1
(b) Quelles sont les coordonnées du vecteur 8 dans cette base.
-1
Exercice 8
1. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel de M3 1(R) engendré par les vecteurs :
1 2 0
1 ) 1 ) -1 ;
-1 3 5
2. Méme question avec le sous-espace vectoriel de M3, 1(R) engendré par les vecteurs :
1 3 4 2
2 , -1 1, 1 et -3
-1 2 1 3
Exercice 9
1
1. On considére dans M3, 1(R) les vecteurs u = | 2
3
3
etv={ 2 |.La famille (u, v) est-elle une base de M3 1(R)?
1
2. Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel F' = Vect(u, v)? La famille (u, v) en est-elle une base ?
1
3. Levecteur x = [ 4 | appartient-il & F'? Si oui, quelles sont ses coordonnées dans la nouvelle base (u, v)?
7
-1
4. Mémes questions avec le vecteur y = 6 ?
9
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Exercice 10

Par la méthode des espaces engendrés par une partie, une base de chacun des espaces vectoriels suivants

_ 20 —5b+c=0
1. A={ lc7 €M371(R)telleque{ btc—0 }
g a+vy—20=0
2. B={ € My 1(R) telle que a+B+0=0 }
’g 20 —B+3y=0
a 4a—2b+c=0
3. C={|b| € M31(R) telle que ¢ —2a+4b+c=0 }.
c a+b+c=0
1 2 2
4. D={XeMsz1(R) telleque [2 1 2| X =-X}
2 21
1 2 3
5. E={X e M3 1(R) telleque |3 1 2| X =6X}
2 31
3 1 1
6. F={X e M3(R) telleque | 0 4 0] X =4X}
-1 1 5

7. G ={X € My(R) telle que (1 i) X-X (1 i) =2X}

Exercice 11

Soient E, F' deux espaces vectoriels et f une application de E dans F.
Pour chacune des applications suivantes,

* justifier que f est linéaire.
* expliciter une matrice A telle que VX € E, f(X)=AX

* donner une base de ker(f), le noyau de f..

1. E=F = Mz:(R) avec f: <z’> - (y)

X

T
2 —
2. E=M31(R) et F =Mz (R)avec f: |y ] — (;+ yy_:_;) .
z

a—2b

a 2a +b
b) “la-b
b

3. E=M31(R) et F=My1(R) avec f: (

T 5r — 6z
4. E=F =Mz 1(R)avec f: |y| — |3z+y+3z
z 3z 44z

Exercice 12
On considére deux matrices A et B telles que A, B € M,,(R) ainsi que 1'application

. Ma(R) = Ma(R)
T+ X & AX-XB

1. Montrer que f est une application linéaire sur M, (R).
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2. Expliciter une base de ker(f).

-1 0 -1 1
(a)lorsquen—QetA—(1 1) et B—(O 1).

(b) lorsqueanetA:B:(_11 01)
0 0 O
(c) lorsquen=3et A=B=1[0 1 0
0 0 2
1 0 0
(d) lorsquen=3et A=B=|0 1 0
0 0 2
01 0
(e) lorsquen=3et A=B=1|0 0 1
0 0 0
0 1 0
(f) lorsquen=3et A=B=10 0 1
1 0 0

Exercice 13 (ECRICOME 1995)

16 4 -4
Soit A=1[—-18 —4 5
30 8§ =7

1. Les matrices A, A — I3 et A — 413 sont-elles inversibles 7
2. Montrer que Vo = {X € M31(R), A.X =031} est un espace vectoriel.

Justifier que Vj posseéde une base constituée d’un seul vecteur, que l'on notera e;.

ECO1 LMA 2016/17

3. On admet que V1 = {X € M3:1(R), AX = X} et Vo = {X € M31(R), AX = 4X} sont des espaces

vectoriels.

Justifier que V; (resp. V) posséde une base constituée d’un seul vecteur, que l’on notera ey (resp. es).

4. La famille (eq, ea, e3) est-elle une base de M3 1(R)?

a e h a e h
5. Silonnotee;=[b],ea=|f],es=|4i]|,onpose P=1|b f i
¢ g J c g J

(a) Justifier que la matrice P est inversible et donner son inverse P~1.

(b) Déterminer 'unique matrice T telle que A = PTP~1L.

Exercice 14 (ECRICOME 2003)

Mg,l(R) — M3,1(R)
T 3x —2y+ 3z
Y — r+ 2z
z 2z

On considere 'application f :

1. Justifier que f est une application linéaire et déterminer une matrice A telle que VX € Ms1(R),

AX.

f(X) =

2. Montrer que les ensembles By = {X € M31(R), f(X) =X} et By = {X € M31(R), f(x) =2X} sont

des espaces vectoriels.

3. Justifier que chacun de ces espaces posséde une base constituée d’un unique vecteur, que 'on notera e;

pour E; et ey pour FEs.
4. Déterminer un vecteur es tel que f(e3) = 2e3 + ea.

5. Justifier que la famille (e3, ez, e1) est une base de M3 1(R).
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a e h a e h
6. Silonnotees=[b],ea=|f],es=|4]|,onpose P=1|b f i
¢ g J c g J

(a) Montrer que la matrice P est inversible et donner son inverse P~1.

(b) Déterminer I'unique matrice 7' telle que A = PTP~!

Exercice 15(ECRICOME 1991)

-2 -1 2
Soit A= —15 —6 11 | . On considere 'application linéaire f : Ms1(R) = M3 (R)
14 —6 11 Xooom A

1. Montrer que V = {X € M31(R), f(X)= X} est un espace vectoriel.
Justifier que V' possede une base constituée d’un seul vecteur, que ’on notera e;.

2. Déterminer un vecteur es € M3 1(R) tel que f(e2) = e2 + e;.
3. Déterminer un vecteur ez € M3 1(R) tel que f(e3) = e + ea.

4. La famille (eq, ea, e3) est-elle une base de M3 1(R)?

a e h a e h
5. Siei=1[b]|,ea=|f]|],e3s=|t]|,onpose P=|b f i
c g J c g J

(a) Justifier que la matrice P est inversible et donner son inverse P~1.

(b) Déterminer 'unique matrice T telle que A = PTP~1L.

Exercice 16

1. Pour chacune des matrices A suivantes, déterminer les réels \ tels que la matrice A— Al soit non inversible :

2 1 1 120 10 1
a) A=[0 3 4| b A=[2 1 0] ¢ 4A=[0 2 0
02 1 010 10 1
34 —4 -2 5 7
d) A=[-2 -1 2|, e A=[-1 6 9
-2 0 1 0 -2 -3

2. Pour chacune des matrices A de la question 1 et pour chacune des valeurs de A suivantes, déterminer une
base de I’espace vectoriel
FE\ :{XGMQ,J(R), AXZ)\X}
a) e {-1,2,5} b)re{-1,0,3} ¢)Ared{0,2}
d) xe{-1,1,3} e)re{-1,1}
3. Pour la matrice A du 1.e), déterminer un vecteur es tel que Ae; = e1 +ea, ol e3 est un vecteur générateur

de El .
Exercice 17

Soient A une matrice de M, (R), A un nombre réel et Xy € M,, 1(R) tel que AXy = A\Xj.

1. Justifier que Vn € N, A" X, = A" X.

2. On suppose qu’il existe trois réels a, b, c tels que A% + aA? +bA + clI,, = 0,,.
Si X est un vecteur non nul, justifier que A3 + a2 4+ bA + ¢ = 0.

3. Applications :

1 0 1
(a) SiA= [0 2 0] . Vérifier que A% = 2A.
1 0 1

Montrer que si A un nombre réel et Xy € M3 1(R) est un vecteur non nul tel que AXy = XX, alors
A2 = 2). En déduire les valeurs de .
Déterminer des bases de Fp = {X € M31(R), AX =031} et B; ={X € M3:1(R), AX =2X}.
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-1 1 0
On considere P = 0 0 1]. Montrer que P est inversible, calculer P~! et vérifer que A =
1 10
0 0 0
PDP ' avecD=| 0 2 0
0 0 2
-1 -1 2
(b) Soit A= -2 0 2]. Vérifier que 42 = A
-2 -1 3

Montrer que si A un nombre réel et Xg € M3 1(R) est un vecteur non nul tel que AXy = AX, alors
A2 = \. En déduire les valeurs de \.

Pour quelles valeurs du réel A, la matrice A — Al3 n’est pas inversible ?

Déterminer des bases de Ey = {X € M31(R), AX =031} et B; ={X € M31(R), AX =X}.

1 1 1
Onconsidére P= [ 1 0 0] .Montrer que P est inversible, calculer P! et vérifer que A = PDP~1.
1 2 1
0 0 O
avecD=1 0 1 0
0 0 1
2 1 1 1
, 121 1| o, ,
(c) Soit A = 119 1] Vérifier que A® = 6A — 514.
1 1 1 2

Montrer que si A un nombre réel et Xy € My 1(R) est un vecteur non nul tel que AXy = XX, alors
A2 = 6\ — 5. En déduire les valeurs de .

Pour quelles valeurs du réel A, la matrice A — Al n’est pas inversible ?

Déterminer des bases de By = {X € M4 1(R), AX =X}et By ={X € My1(R), AX =5X}.

1 -1 -1 -1
s 1 1 0 0 . . 1 -

On considére P = 1 0 1 N Montrer que P est inversible, calculer P~ et vérifer que
1 0 0 1
5 0 0 0
01 00

-1

A=PDP~ " avec D = 00 1 0
0 0 01

Exercice 18

On considere I'application linéaire f : (’a) (a + Qb)

On considere la famille (e, es) définie par e; = (1) , €3 = <;) .

1.
2.

3.

Montrer que la famille (e1, e2) est une base de Mz 1 (R).

Exprimer f(e1) (resp. f(ez)) comme combinaison linéaire de (e1, e2).

En déduire la matrice A de f dans la base (eq, e3). Réponse : (g 61)

4. Quelle est la matrice B de f dans la base (e, e1)?

5. Montrer 'existence d’une base (hq, h2) de 9)1271(]1%) telle que la matrice de f dans cette base soit la matrice

c= (% 3)
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Exercice 19

mzﬁl(R) — mgyl(R)
On considere I’application linéaire f : <a> s <3a + 4b)
b —a—>

On considere la famille (e, es) définie par e; = (_11) , 69 = <i> .

1. Montrer que la famille (eq, e2) est une base de My 1 (R).

2. Exprimer f(e1) (resp. f(e2)) comme combinaison linéaire de (eq, e2).

1/
3. En déduire la matrice A de f dans la base (e1, e2). Réponse : 5 (_1 g)

4. Quelle est la matrice B de f dans la base (ea,e1)?

5. Montrer 'existence d’une base (h1, h2) de My 1(R) telle que la matrice de f dans cette base soit la matrice
o (11
~\0 1)’
Exercice 20
gﬁLg(R) gﬁl,S(R)

%
(x,y,2) +— (—y+2z,32x+4y—2z,32)
On consideére la famille (eq, e2, e3) définie par e; = (1,1,0), e2 = (0,1,1), e3 = (1,0,1).

On considere I’application linéaire f : {

1. Montrer que la famille (e, ez, e3) est une base de My 3(R).

2. Exprimer f(e1) (resp. f(e2), resp. f(e3)) comme combinaison linéaire de (ey, ez, €3).
3. En déduire la matrice A de f dans la base (e1, ea, e3).
4

. Quelle est la matrice B de f dans la base (e2,e3,e1)?
Quelle est la matrice C de f dans la base (e3,e1,€2)?

5. Montrer 'existence d’une base (hi, ha, hs) de My 3(R) telle que la matrice de f dans cette base soit la

3 0 0
matrice D=0 3 0
0 0 1

6. Expliciter la matrice de changement de base de la base (e1, e2, e3) dans la base (hi, ha, h3).

7. Quelle est la relation entre A, D et P? En déduire I'expression de A™.

Exercice 21

MisR) — Mi3(R)
(x,y,2) +— (2,224 3y+22,2)
1

On considere 'application linéaire f : { (
On consideére la famille (eq, e, e3) définie par e; = (1,0,0), e2 = (1,1,0), e3 = (1,1,1).

1. Montrer que la famille (e, ez, e3) est une base de My 3(R).

2. Exprimer f(e1) (resp. f(e2), resp. f(e3)) comme combinaison linéaire de (ey, ez, €3).

-1 —4 -6
3. En déduire la matrice A de f dans la base (e1,e2,e3). Réponse : | 2 5 6
0 0 1

4. Quelle est la matrice B de f dans la base (ea,e3,e1)?
Quelle est la matrice C de f dans la base (es,e1,e2)?

5. Montrer 'existence d’une base (hy, ha, h3) de /\/ng(R) telle que la matrice de f dans cette base soit la

1 00
matrice D=0 3 0
0 0 1

6. Expliciter la matrice de changement de base de la base (e1, €2, e3) dans la base (hq, ha, h3).

7. Quelle est la relation entre A, D et P 7 En déduire I’expression de A™.
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