Correction du TD n° 1 Logique, sommes simples ECG1 LMA 2022/23

Exercice 1. a) la fonction f est constante

b) la fonction f ne peut s’annuler qu’en 0 (mais n’y est pas forcée de s’y annuler)
¢) la fonction f prend toute valeur réelle

d) la fonction f est croissante

e) la fonction f ne prend jamais deux fois la méme

valeur.

Exercice 2. a) [0;1]
b) [3;4[U]4;5]

c) {4}

d) ]—00;0[U[2;+o0]

Exercice 3. a) 3z €I, f(x) =0.

b)Vzel, f(x)=0

) 3z, y), flz) # f(y).

d)Ve,y e Lz #y = f(z) # fy)
oqu,yGI,f(z):f(y)ésc:y
e)dacI,Vrel, f(x) > fla)

f)yVM e R,3x eI, f(x) > M

g) V(z,y) € I, f(x) =0et f(y) =0=>a=y.

Exercice 4. a)Jz €I, f(x) =0
b)IyeR, Ve eI, f(x)#y

) VM eR,Ix e I,|f(x)| > M
d) dz,y eI,z <yet f(z) > f(y)
e)

v,y el f(z)=f(y) etz #y
f)Jzel, f(x) >0etz>0.

Exercice 5. a) d) et e) sont les seules assertions exactes.

Exercice 6. Soit z € Q. Si par I'absurde y = z + /2 € Q alors v2 = y — 2 € Q, ceci est impossible. Donc
r+v2¢Q.

Exercice 7. Par disjonction des cas :

2
"+ 1) =pn*+1)eN

n(n? +1)

Cas n pair : on peut écrire n = 2p avec p € N et alors

Cas n impair : on peut écrire n = 2p+ 1 avec p € N et alors =n(2p*+2p+1) €N

Dans les deux cas la propriété est vraie.

Exercice 8. On note (F) 'équation

ma? —2(m+Dax+m—1=0.

1
Cas ot m = 0. (E) devient —22 — 1 = 0. Dans ce cas(E) admet une seule solution @ = —5
Cas ou m # 0.
(E) est une équation du second degré avec A = 12m + 4.
Ona:

1
A>0&me } -3 0 [ U]0; 4oo[. Dans ce cas (E) admet deux solutions.

1
A=0&m=—-.
3
Dans ce cas (E) admet une unique solution.

1
A<0<:>m€}—oo; _5[
Dans ce cas (E) n’admet de solution.
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Correction du TD n° 1 Logique, sommes simples ECG1 LMA 2022/23

Exercice 9. a) Supposons Ve > 0, |a| <

En particulier, pour € = 0, on a |a| < 0 donc a = 0.
b) Par contraposée, montrons :
a#0=3c>0,la|l >e¢.

la]

Supposons a # 0. Pour € = S onae> Oetla| >e

ce qui détermine un € convenable.

Exercice 10. 1. Soit a € ]—1;400[. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, (1 + a)™ >

1+ na.

Soit P(n): (14 a)™ > 1+ na.

Initialisation : on a (1 +a)® =1>1+0 x a =1, donc P(0) est vraie.

Hérédité : supposons que la propriété P(n) est vraie pour un certain entier n, c’est a dire, (1+a)
montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire (1 +a)"™ > 1+ (n + 1)a.

En effet,

l+a)">1+na= (1+a)x (1+a)">1+a)(l+na)= (1+a)"™ >1+na+a+na®
= (1+a)" > 1+ (n+1)a) + na®

= (1+a)"™ > 1+ (n+ 1)a puisque na® > 0

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n, soit

VneN,(1+a)" 2 1+na

" > 14na,

2. Voici un contre-exemple : sia=—4 et n=3,ona (1 +(-4))3=(-3)3=-27<1+4x (-3)=—11.
Exercice 11. 1. Soit P(n ﬁi -
xercice 11. oi
© kﬂkk+1 Thtl
Lo 11
Initialisation : Z ) =5 =131 donc P(1) est vraie.
Hérédité s que P(n) est vraie pour un certain n € N*  c’est & dire Z ! o
érédité : suposon , , = _
posons 4 P L k(k+1)  (nt1)

e | n41
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire, Z : =
k=

(k+1) n+2

En effet,
P k+1 1kk+1 n+nm+m
o, 1
T n+1) (n+D)(n+2)
nn+2)+1
= HR
(n+ Dn 1 2) P HR)
_ nZ+2n+1
 (n+1)(n+2)
I G2 Ve
C (n+1)(n+2)
1
= ZI 5 (simplification par n + 1).
Donc P(n + 1) est vraie.
1
Conclusion : pour tout n € N*, ]; A = nz T
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Correction du TD n° 1 Logique, sommes simples

= n(n + 3)
2. Soit P(n = .
o ;kkﬂ Yk+2)  4n+D)(n+2)
1
1 1 1x(1+3)
Initialisation : —_ === ———,d P(1) est ie.
nitialisation gkk+1)(k+2) 6 - IO+ )112) onc P(1) est vraie

n

ECG1 LMA 2022/23

1

Hérédité : supposons que P(n) est vraie pour un certain n € N* c’est a dire, Z DL
=1

(k+1)(k+2)
(n+1)(n+4)

n(n + 3) . o ntl 1
———— = Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire,
An+1)(n+2) que P(n+1) ; k(k+1)(k + 2)
En effet,

3

sy 1 1 1

T A+ 2)(n+3)

Z kk+1)(k+2)

k=1 k=1
n(n+ 3) 1
dn+1)n+2) (M+1Dn+2)(n+3)
n(n+3)% +4
4n+1)(n+2)(n+3)
n3 +6n2 + 9n + 4

4n+1)(n+2)(n+3)

(n+1)(n+4)  (n+1)2(n+4)

4n+2)(n+3)  4n+1)(n+2)(n+3)
- n3 +6n% 4+ 9n +4
A4+ 1)(n+2)(n+3)

Donc P(n + 1) est vraie.
1 ~ n(n+3)
— k(k+1)(k+2)  4(n+1)(n+2)

Conclusion : pour tout n € N*,

Exercice 12. Soit P(n) : up, =n + 1.

Initialisation : ug =1 = 0+ 1, donc P(0) est vraie.

Hérédité : suposons que P(n) est vraie pour un certain n € N, c’est & dire, u,, = n + 1.
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire,

Upt1 =N+ 2.

En effet, on a :

Upt1 = (1 + n—_H)
(1 + n—+1) (n+ 1)(par HR)

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, u,, =n + 1.

- 1
Exercice 13. 1. Soit P(n Z k= n(n + )
k=1

I1x(1+1)

1
Initialisation : Z k=1= 5

k=1

, donc P(1) est vraie.

n
Hérédité : suposons que P(n) est vraie pour un certain n € N*| c’est a dire, Z k=
k=1
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Correction du TD n° 1

Logique, sommes simples

ECG1 LMA 2022/23

n+1
1 2
Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire, Z k= (nL;n—i—)
k=1
En effet,
n+1 n
(Z k:) +n+1
k=1 k=1
1
=0 n2+ ) + n + 1(d’aprés HR)
n
= (@)
_(n4+1)(n+2)
Donc P(n + 1) est vraie.
) = n(n+1)
1 : * k= ——=.
Conclusion : Vn € N*, Z 5
) = nin+1)(2n+1)
2. Soit P(n): » k*= :
oit P(n) Z 5
k=1
! X (1+1)x(2x141)

Initialisation : Z k=1
k=1

n
Hérédité : supposons que P(n) est vraie pour un n € N*, c’est a dire, Z k2 =

Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire, Z k? =

En effet,

k

n(n+1

>

, donc P(1) est vraie.

n(n+1)(2n 4+ 1)_

k=1
(n+1)(n+2)(2n+ 3)
6

n+1

k=1

=(n+1)

(n+1)(

) + (n+1)?
)(
6

2n+1
)—i—(n—i-

n(2n+1)
6
2n? +n+6(n+1)
6
2n? +Tn +6
6
+2)(2n +3)

1)?(d’apres HR)

+n+1

Donc P(n + 1) est vraie.

6

Conclusion : Vn € N*, Z K =
k=1

3. Soit P(n Zkzs (Ll)) .

n(n+1)2n + 1)_

Ix(1+1)

Initialisation : B=1=—"~-—>
e

Hérédité supposons que P(n) est vraie pour un certain n € N* c’est & dire,

Zkﬁ (Ll))
s, ((n+1)(n+2))2

Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire, Z k3 5
k=1

2
) , donc P(1) est vraie.
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Correction du TD n° 1 Logique, sommes simples ECG1 LMA 2022/23

En effet,
n+1
>k ( k3> + (n+1)
k=1 k=1
n(n+1) 3 .
5 —|— (n+1)*(d’aprés HR)

=(n+1)? (%2+n+1)

=(n+1)% x (M)

4
= (et A
(D +2)\
(=)

Donc P(n + 1) est vraie.

n 2
. ) 3 (nn+1)
Conclusion : Vn € N*, ,;,1 k° = <72 .

Exercice 14. 1. Soit P(n) : n! > n?.

Initialisation
Pourn=4,4'=4x3x2x1=24>16 =42
Donc P(4) est vraie
Supposons que P(n) est vraie pour un certain n > 4, c’est a dire, n! > n?
Montrons que P(n + 1) est vraie.
En effet, on a
(n+1)!'=(n+1)n! > (n+ 1)n?(par HR).
Commen >4, onan?>=nxn>4n. Orpourn >4, 4n=n+3n>n+1, dou n? > (n+ 1).
Donc (n+1)n? > (n+1)%, et (n+1)! > (n +1)2. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout entier n > 4, n! >

2. Montrons par récurrence que : Vn > 6,n! > n3.
Soit P(n) : n! > n3.
Initialisation
Pour n=6,6! =6 x5 x4 x3x2x1=720> 6% =216. Donc P(6) est vraie
Supposons que P(n) est vraie pour un certain n > 6, c’est a dire, n! > n3
Montrons que P(n + 1) est vraie.
En effet, (n +1)! = (n + 1)n! > (n + 1)n3(par hypothese de récurrence)

Comme n > 6, on a n® =n x n? > 6n2. Or pour tout n > 6 on a :

6n% = (n? +2n% +n?) + 2n?
> (n? +2n+1) + 2n?(car n > 1)
> (n+1)*(carn* +2n+1= (n+ 1)
et 2n° > 0.

Dot (n+ 1)n? > (n+1)3, soit (n+ 1)! > (n + 1)3. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout entier n > 6, n! > nS.

1 1 3
Exercice 15. Soit P(n) : 1+ %) +- + — > Qn—j—l
) 3 %2

Initialisation : 1 4 » =3 Ix2T1" 5 donc P(2) est vraie.
1 1

Hérédité : supposons que P(n) est vraie pour un certain n € N\ {0, 1}, c’est & dire, P(n) : 1 + 2 +ot = >

n
3 1 1 1 3 1
2nil Mountrons que P(n + 1) est vraie, c’est a dire, 1 + — %) +o 4 3 + 1) > 2(213)
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Correction du TD n° 1 Logique, sommes simples ECG1 LMA 2022/23

En effet,
1+ 1 +- 4 L + ! > on + ! (par hypothése de récurrence). Donc pour montrer P(n + 1)
22 n? (n+1)2° 2n4+1 (n+1) ’
il suffit de montrer que o + ! 3(n + 1), soit sn_ 3 +1) ! > 0.
2n+1  (n+1)2 2n+3 2n+1  2n4+3  (n+1)2
3n 3(n+1) 1 3n 3(n+1) 1

Ona T " 2053 T nr1E I+l 2m%3 | mri)p
3n(n+1)22n+3) - 3(n+1)22n+ 1)+ (2n+1)(2n + 3)
(n+1)2(2n+1)(2n + 3)
3n+1)2(n2n+3)— (n+1)(2n+1)) + (2n + 1)(2n + 3)
(n+1)22n+1)(2n+3)
3(n+1)2(2n% +3n— (2n® +n+2n+1)) + (4n® + 6n + 2n + 3)
(n+1)2(2n+1)(2n+3)
~ =3(n+1)%+ (4n® 4+ 8n+3)
 (n+1)22n+1)(2n+3)
_—3n2—6n—3+4n2+8n+3
 (n+1)2@2n+1)(2n+3)
n? +2n

- > 0.
(n+1)2(2n+1)(2n + 3)
Donc P(n + 1) est vraie.
1 1
Conclusion:VneN\{o,l}vlJrﬁJr.“jLﬁ S 2n3:L—1

Exercice 16. Soit (u,) la suite réelle déterminée par
ug =2,u1 =3 et Vn € Ny up49 = 3unt1 — 2uy

Montrons par récurrence double que
Yn e Nyu, =2" +1
Soit P(n) : up, = 2" 4 1.
Initialisation : On a ug =2 =2° + 1 et u; = 3 = 2! + 1. Donc P(0) et P(1) sont vraies.

Hérédité : Supposons que P(n) et P(n 4 1) sont vraies pour un certain n € N, c’est & dire, u,, = 2" + 1 et
Unp1 = 2" + 1, montrons que P(n + 2) est vraie.

En effet, on a

Unt2 = 3Unt1 — 2Up
=3(2""!1 +1) —2(2" + 1) (par HR)
=3x2"1 43 -2x2" -2
=3x 2"t 43 _9onftl_9
=2x2" 41
:2n+2+1

Donc P(n + 2) est vraie.
Conclusion : Vn € Nyu, =27 +1

4
Exercice 17. 1. A=) (4k+2)

k=0
6
2. B=> (-1)F'k

k=1

5
3.C=> (-1)13k
k=1
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NE

Exercice 18. 1. (ar — ag+1) = a1 — Qg1

=
Il

1

n n n
2. E (ar — ak42) = E (ar — ag+1) + E (ak+1 — Agt2) = a1 — Apt1 + a2 — apy2 car les deux sommes sont

1 k=1 k=1
n

télescopiques. Ainsi E (ag — ar42) = a1 + as — Gpy1 — Apto.

k=1
n

Autre fagon : si on pose by = ap + agy1 alors by — bgr1 = ar — agao. Il en découle que Z(ak — Qgq2) =

k=1
n n
E (b — bg+1) = b1 — bpt1. Comme by — byi1 = a1 + a2 — —Gpy1 — Gpy2 ON A g (ar — apy2) =
k=1 k=1
a1+ a2 — Gp41 — An42.
n n n n
3. E (ar —apy3) = E (ak —ap41)+ E (A1 — ry2) + E (Qkt2 —Ap43) = Q1 — Apg1+ a2 — Apy2+ 03— Anys
k=1 k=1 k=1 k=1

n
Autre fagon : si on pose by = ap + apt1 + akgo alors by — bpy1 = ax — agss. Il en découle que Z(ak —

k=1
n

) = Z(bk - bk+1) = b1 — anrl' Comme bl - bn+1 = a1 +ag + az — —Qp+1 — Ap42 — Ap43 ON A
k=1

e
e
+
w

NE

(ar — ap43) = a1 + a2 + a3 — Any1 — Gng2 — Apos.

=
Il
_

n
Que vaut E (ar, — agta)?
k=1
n
(a2k+1 — Q2k43) = E (@2k41 — Ga(k41)41 = @3 — a2k43 par télescopage.
k=1

-

B
Il
—

n
(askye — Askr1) = E (@5(k41)+1 — Ask+1) = asky6 — a5 par télescopage.
1 k=1

M-

>
Il

n n—2
Exercice 19. 1. g ap = g ajy2
k=2 §=0

n+3

n
2. E Ak+3 = E a;
k=0 =3

Exercice 20. A= 2k = 2@ =n(n+1)
k=1
B=> (5k—1)=5> k—>» 1
k=0 k=0 k=0
—5 ”(”;1)7(%1): n+1)(5§71)
~ (n+1)(5n —2)
N 2
fasy = n(n+1)2n+1)
C = —92)2 = 2
(k-272=>k 5
k=2 k=0
= = u +1)2n+1) nn+1) n(n+1)(2n + 4)
DSkt = —S g2 oS o - —_—
2Kk +1) == K- G ; 6
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7n+1 19 B 7k+1)

— _ k it
= 1927 — =50
C =3 x 232““*1)
=2
n—2
=3x Y 9 T=3x> "9 (j=k2
j=0

k=2
on=t—1 3 1
= S _2(gnl_q
3 x 51 8(9 )
Exercice 22. 1. Premieére fagcon
On a :
1 —lx(k+3)_(k+1)—1( 11 )
k+1)(k+3) 27 (k+1)(k+3) 2\ (k+1 (k+3
1
D == =——.
onc a 2etb 5
Deuxiéme fagon
On a :
@ b ak+3)+bk+1) (a+bk+3a+0b
E+1 k+3  (k+D)k+3) (k+1)(k+3)
. . . a+b = 0 L1 B
Par identification 3a4b — 1 So1ta7§ et b= ——
- 1 1o 1 1
2.5, = —_ == —_— = ==
S e (i) (S i)

1 (< 1 1 " 1 1
5(;(l€+1k+2)+; k+2k+3)>
_I(l o1 1 1\ n(n+13)

S 2\2 n+2 3 n+3) 12(n+2)(n+3)

Exercice 23. 1. % + k—il 4+ — Ty ¢ 5
a(k+1)(k+2) +bk(k+2)+c

k(k+1)(k+2)

_(a+b+ k> + (Ba+2b+ )k +2a

k(k + 1)k +2)

k(k + 1)

2a = -1
Par identification a+b+c = 0
3a+2b+c = 2

1 5
Soita:—§,b:3etc:—§.

i 2k —1
2. 8
z;k +1)(k+2)

K
1, 6 5
k1l kt2

1 n
5z<
k=1
1y (55
2 — k’-l-l k+1 k+2
1 1 5) )
== —14+2-
2(n+1 2 n+2)
- 3n%+n
C4An+1)(n+2)
n(3n+1)

A+ 1)(n+2)
Exercice 24. 1. (a) (k+1)?=k*+2k+1 (k+1)2—k>=2k+1.
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(b)

n n

On d’aprés (a), Z((k +1)2 -k = Z (2k +1). Le membre de gauche est une somme télescopique.

k=1 k=1
Par linéarité de la somme on obtient :

(n+1)* —1=28, +n,

Soit
28, =(n+1)*—(n+1)=n*+n.
Donc ( 3
n(n +

Sy = —5
(k+1P3 =k +3k>+3k+1& (k+1)> — k3 =3k*+ 3k + 1.
On a d’apres (a), Z((kz +1)% -k = Z(3I<:2 +3k+1).

k=1 k=1

Le membre de gauche est une somme télescopique. Par linéarité de la somme on obtient :

(n+1)* —1=3T, + 35, +n,

Soit
1 3
3Tn=(n+1)3—(n+1)—3@=(n+1)((n+1)2—1—7").
Donc )
2
3T, = (n+ 1) ";"
soit (2 .
gp _ nn D0+ 1)
2
Donc
T nn+1)2n+1)

6

3. On calcule Z((k 4+ 1)* — k%) de deux maniére, par télescopage et en développant.

k=1
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