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Exercice 1. a) > @i = a11 + a12 + a13 + ag1 + a2 + a3 + as1 + asz + ass

1<i,;<3
b) > a;; = a2+ a3+ ass
1<i<j<3
3 4
c) E g Qi = @12 + @13 + @14 + a23 + ag4 + as4;
i=1 j=it1

Exercice 2. 1. (aLl + a2 + a173) + (a272 + a213) + a3 3 = E Qi
1<i<G<3

2. (@11 + 2a1,2 + 3a1,3) + (2a2,2 + 3az,3) + 3as,3 = Z Jagj

1<i<5<3

3. ai,1 +as2 +azz = E Qg
1<i<3

Exercice 3. a) Y 2015 = 20150

1<t,5<n
n n 2 9
1<t,5<n i=1 j=1

n n n—1 n 2
—1)(2n—1
d) Z (nz)2<2(ni)2> Zl (Zﬂ) Zl :n(n ()5(” )
1<i,5<n i=1 j=1 i=0 j=1
n n n—1 n 2 2
. . n“(n—+1
9 3 o= (Se-) (X0) () (L) -
1<4,5<n i=1 j=1 i=0 j=1
et 0 ¥ eSS (S
xercice 4. = = = -
a £ " " . J ! J 2 J 2
1<i<j<n j=2 =1 j=2 =1 Jj=2 7j=1
_ li(jgif):l n%(n+1)>2 _n(n+1)2n+1) _ nn+1) (n(n+1) (2n+1)
2 & 2 4 6 4 2 3
~nn+1) 3n*—n—-2 (n—1)n(n+1)(3n+2)
4 6 B 24
b) mini, /)= 3 minif)+ 3 min(i,j)
1<i,5<n 1<i<jsn 1<j<isn
n j—1 n i
S SRND S 5 30 %
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Exercice 5. En remarquant que >, p+g¢g= >, p+ ¢ par symétrie des indices, on a
1<p<q<n 1<g<psn
D pta= > ptat Y, phat ) pta=20 +22P
1<p,q<n 1<p<qg<n 1<g<p<n 1<p=q<n
1 1
D’autre part >, p+qg= > p+ > q:nn(njL ) +nn(n+ ) =n?(n+1)
1<pg<n 1<pa<n 1<pasn 2 2
2 1) — 1
D’oﬁCn:n(n+ >2 n(n + )
Done €, — n?(n+1) —n(n+1) _ (n—1nn+1)
2 2
n n
1 k+1
Exercice 6. 1. H(l + E) = H <L) =n+ 1 (produit télescopique).
k k=1
s -

£
N
£
||

k=2

2
T+ D(k+2)  frk+1
1;[ l<:+3 *H

k
=1
nk2 -1 “k+1 kE+1 k— n+l11l n+1
2 = = —_ =
o= =11 (%) =T (5 ) = T I ==
+ Hk+2 n+1>< 3 :3(n+1)'
k k+3 1 n+3 n+3

Exercice 7. a) Poura=1ona P =21

b) Pour a # 1, on remarque que pour tout k € N, (1 — a? )(1 +a2)=(1- anH).

Onaalors (1-a)(1+a) = (1-d); (1-a)(1+a)(1+a®) = (1-a*)(1+a*) = (1-a®); (1—a)(1+a)(1+

) (1+a)=(1-a*,-;(1-a)1+a)(1+a® H1+a¥)=(1-a® )1+a¥")=1-0a"".
w1 1—a?"
Soit (1 —a)P =1 —a? ™. On en déduit que pour a # 1, P = i a4
—a
Exercice 8. 2 x4 x --- X H2k: —Q"Hk‘—an'
k=1 k=1
[1em [Jee+1)
k=1 k=1 _ (@2n+1)!

I1x3x---x(2n+1)= Sl
“n!

T
k=1

n n
Exercice 9. On va montrer de deux fagons que pour tout n € N*, H (4k — 2) H n+k).
k=1 k=1
1 ére fagon

Pour tout n € N*, on a d’une part

=

e e 27(2n)!  (2n)!
ak-2)=Tl2@k-1)=2 (2k — 1) k=1 =1 - .

~
Il
—

D’autre part

ﬁ (n+k) = k=1 k? _ (2:')'
k=1 H k :
k=1
Donc H (4k —2) = H (n+ k)
k=1 k=1
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n n
2éme fagon Montrons par récurrence que pour tout n € N* H (4k — 2) H n+k).
k=1 k=1
1 1
La propriété est vrai pour n = 1, car H(4k: —-2)=2= H(n + k).
k=1 k=1
n n n+1 n+1
Supposons que H (4k —2) = H n + k) pour un entier n € N*| montrons que H (4k —2) = H (n+1+4k).
k=1 k=1 k=1 k=1
En effet, on a :
n+1 n+2
H (n+1+k)= H (n + k)( changement d’indice)
k=1 k

=2n+1)2n+2)

=l

(n+k)
k

2

=

=22n+1)(n+1) || (n+ k)

k

||
¥

=2(2n+1) ﬁ(n+k)
k=1

=2(2n+1) [ ] (4k — 2) par (HR)
k=1

4(n+1) ﬁ4k—2
k=1
+
H (4k — 2)

Exercice 10. A = (1+32)* = 8124 +10823+542%+122+1, B = (2—3z)* = 812*—2162>+2162%—962+ 16,
C=1+2z)°%+1—2)5 =225+ 302" + 3022 + 2.

Exercice 11. 1. i (Z) - i <Z>1 1" P =141 =2"
k
2 ki(z)"k(’,j) - ; (3)i-2rr = -2 = -y

k=0
! é(?’)n ()= <—§>":Z;<2£ e e ) )

5. Premiére fagon
On a pour tout k € [1;n], (Z) = E(717%)'

i n " n/n-1 “— /n—1 " n el
DoncZk(k)ZkE<k_1)nZ< i >.Donc2k<k)n2
k=1 k=1 k=0 k=1
Deuxiéme fagon

n
Pour tout x réel, (1 + )™ Z ( ) k_ En dérivant expression précédente par rapport a x, on obtient
k=0

n(l+z)" :i( )k:a:’“.

=1

n
n
Ainsi en évaluant en z = 1 on a k =n2n !
>k(y) =n
k=1
6. Premiére fagon Voir premiere facon de la question 4 ;
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Deuxiéme fagon En utilisant le développement de la deuxiéme facon de la question 4 et en évaluant

cette fois en x = 2 on obtient Z kok-1 (Z) =n3*1 d’on ,; k2F <Z> = ongk-1

k=1

7. On a pour tout k € [1;n], (kﬁ) = k+1(k)' Soit ]<;+1(k) B n+1(kﬁ)
A1ns1zk—+1<k)zn+1 +1>n+1kz_0<k:+1)n+1;< k >

- 1 Hk /n—1 = 1 n 1 X/ n
8. On procéde comme dans 7) on a Z ( L ) — Z(fl)kn — (k N 1) _ — Z (k ! 1> (71)1@
2 k=0

k+ 1
1 RSBl | IR ) 1 (B R NI

k=1

o

—1
(-)* fm—1 1
Donc ) = :
ML TN & n+1

9. Premiére fagon Remarquer que k(k —1)(}) = n(n —1)(}22).

k—2
n n—2
n B n _—
A1ns12k: (k—1) < > Zkz (k—1) < ) =n(n—1)) k2> —n(n—l)z< . ) = n(n—1)2
k=2 k=0
Deuxiéme facon Pour tout x réel, (1 + x) Z Z) z¥. En dérivant deux fois Pexpression précédente
k=0
par rapport & x, on obtient n(n — 1)(1 4+ x)"~2 = Z (Z)k(k —1)zk2
k=2
Alinsi en évaluant en x = 1 on a ]; k(k—1) (Z) = (n—1)n2"?
10. S () =S ke =0+ () =S k-0 () + R
0. 3k (1) = ot - () = ekt - () +4(}))
k=0 k=0 k=0
= Z(kz ( ) + Zkz( ) (n — 1)n2" 2 4 n2"~(d’apres 5) et 9)).
k=0 k=0

o Ee0)-E00) (1) +50)-£40)
=n?2""' —n(n+1)2""% =n(n—1)2""2 (d’apres 5) et 10))
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