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Exercice 6

1. Premiére fagcon
On a :
S
(k+1)(k+3) 27 (k+1)(k+3)

1 1
D =—etb=—_.
onca=ze 5

(k+3)—(k+1) 1/ 1 1
T2 ((k+1_ (k+3)

Deuxiéme fagon

On a:
N b a(k+3)+bk+1) (a+bk+3a+b
E+1 k+3  (k+1)(k+3) (k+1)(k+3)

= 1 1
Par identification { a+b 0 Soit a = 3 et b= —35
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Exercice 7
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~ n(Bn+1)
C4An+1)(n+2)

Exercice 8

L (a) (k+1)?=k+2k+1s (k+1)2—k*>=2k+1.

(b) On d’apres (a), Z((k: +1)2 -k = Z(Qk +1). Le membre de gauche est une somme télescopique.

k=1 k=1
Par linéarité de la somme on obtient :

(n+1)2—-1=2S, +n,

Soit
28, = (n+1)*—(n+1)=n*+n.
Donc ( 3
n(n +
S, = —5

2. (a) (k+1P =k +3k*+3k+1& (k+1)°—k*=3k*+3k+ 1.

n n

(b) Ona dapres (a), » ((k+1)* = k%) => (3k> + 3k +1).
k=1 k=1
Le membre de gauche est une somme télescopique. Par linéarité de la somme on obtient :

(n+1)*—1=3T, + 35, +n,

Soit
1 3
3Tn:(n+1)37(n+1)—3%:(n+1)((n+1)2—177n).
Donc )
2
3T, = (n +1) ";"
soit (2 .
g _ D@0+
2
Donc
T - nn+1)2n+1)

6

3. On calcule Z((k + 1)* — k%) de deux maniére, par télescopage et en développant.

k=1
Exercice 10
= 1 S (k1 y .
1. H(l + E) = H (T) =n+ 1 (produit télescopique).
k=1 k=1
- 1 Sk -1 (k1 k-1 Skt l{y k-1 n+11 n41l
2. 1— =)= = Lo x I )= = - =
[[0-7) H<k2>H<ka>sz 2 2 n_ 2n
k=2 k=1 k=2 k=2 k=2
; ﬁ(k:+1)(k+2)7"+1k+1 Dk+2 nt+l 3 3n41)
CA k(k+3) MLk R3S L n+3  n+3

Exercice 11

a) Pour a =1 on a P = 2"*L,

b) Pour a # 1, on remarque que pour tout k € N, (1 — an)(l +a2)=(01- anH).

Onaalors (1—a)(14a)=(1—a?); (I1—a)(l+a)(14a?)=1-a?)(14a?)=1-0a®); (1—a)l+a)(1+

a)14+a®)=1-a®,--:(1—a)1+a)1+a N1+a)=1-a®" )1 +a®)=1-0a>""".

L_g2t P
Soit (1—a)P=1-— a2""". On en déduit quepoura#1, P= —— = Z ak.
1-a P
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Exercice 12

Sommes et produits

2X 4 XX (2k) =2" [ k =2"n!
k=1 k=1
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= - 2 1)!
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[1cx
k=1
Exercice 13
Pour tout n € N*, on a d’'une part

:j:

(4k — 2) ﬁ 2(2k—1) ﬁQk—l

k=1

=~
Il
_

D’autre part

n

11 %

(n+k)=*=2

(n+k)

b

B
Il
—
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DoncH (4k — 2) :H (n+ k).
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I

Exercice 14

a) > Qi; = a11 + a12 + a21 + a2
1<i,j<2

b) > ajj =ai2+ a3+ ass
1<i<j<2

c) Z Z aij = @12 + a13 + ass

i=1 j=i+1

Exercice 15

H (2k — 1) H

21!

o
k=1

1. (a11+a12+a13) + (az2 + ass) +ass = Z G

1<i<5<3

2. (aLl + 2(1112 =+ 3(1173) 4+ 2(0,212 =+ 3(1273) + 3(1313 = Z jaij

1<i<j<3
3. a11 +age +azz = Z Qi
1<4<3
Exercice 16
n
_ : _ni(n+1)
a) Z ij = (Zz) 1
1<i,5<n i=1 j=1
n n
. (n+1)(2n+1)
b 2= 2 1
) 2 ' ) 2 6
1<i,j<n i=1 j=1
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*okk
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T2 A 1 6 T4 2 3
~nn+1) 3n*—n—-2 (n—1)n(n+1)(3n+2)
4 6 B 24
b) min(i,j) = > min(i,j)+ Y min(i, )
1<i,5<n 1<i<jsn 1<j<isn
n j—1 n 2
SIDIIEED SIFES 3 SIES 9 37
1<i<j<n 1<j<isn Jj=21i=1 i=1 j=1
N~ Ui i)
D Py
j=2 =1
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2 2
J=1 1=1
_z”: (i—1)i i(i+1)
i 2 2
=1
=) 42
=1
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B 6
Exercice 18
*okk
En remarquant que Y. p+q¢= >, p-+ ¢ par symétrie des indices, on a
1<p<qg<n 1<g<psn
D pra= > pta+ Y, prat > pg=20 +2ZP
1<p,q<n 1<p<q<n 1<g<p<n 1<p=q<n
1 1
D’autre part >, p+qg= > p+ > q:nn(njL >—i—nn(njL >:nQ(n—i—l)
1<p.a<n I<pasn 1<pa<n - 2
2 1) — 1 -1 1
Dou C,, = n(n + )2 n(n +1) = (n )Z(n+ ) On obtient alors

~n*(n+1)—nn+1) (n—1Dn(n+1)
Cn = 2 B 2

Exercice 19

A= (1+3x)* = 8lz* + 10823 + 542% + 122 + 1, B = (2 — 3z)* = 812" — 2162 + 2162% — 96z + 16,
C=1+2z)°+(1-2)5% =225+ 302" + 3022 + 2.
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Exercice 20

k=0 k=0
2 g 2 +(}) - ; (3)i-2r = -2 = -y
v e (V) - (e - o= (3
5. Premiére fagon

On a pour tout k € [1;n], (Z) = %(Zj)

Deuxiéme fagon

n
n
Pour tout x réel, (14 2)" = Z (k) 2", En dérivant 'expression précédente par rapport & z, on obtient
k=

[}

n

n(l 4 2)" =Z()kz’“

=1
n
n
Ainsi en évaluant en z =1 on a k =n2"!
> (3)
6. Premiére fagon Voir premiere facon de la question 4 ;
Deuxiéme fagon En utilisant le développement de la deuxiéme facon de la question 4 et en évaluant

cette fois en x = 2 on obtient Z Kokt (Z) =n3""1 d’'on Z K2k <Z> = 2n3k1

k=1
7. On a pour tout k € [1;n], (;1]) = k+1(k)' Soit k+1(k) = n+1(kﬁ)

. n n+1

1 (n 1 (n+1 1 n+1 1 ntl
A. . — Il —— =
mSIkZ_O—kJrl(k) kzon+1(k;+1) n+1kz_0(k+1) n+1k_1( k )

n—1 n—1 n—1
Dk (n—1 1 1
8. On procede comme dans 7) on a E (kJr)l (nk ) = E (_1)kn+ (kil) b E (kil)(_l)k =
k=0

nili@(—”k n+1zn:(Z) %L(i

k=1

—1

(-)* fm—1 1
Donc » = .
LT & n+1

9. Premiére fagon Remarquer que k(k —1)(}) = n(n — 1)("_2).

k—2
" n—2 2 n—2
Ams&Zkk 1< > Zkk 1<)n(n 1) ) 2>n(n1)z< k: )n(nl)Q"Q.
k=2 N\ k=0
Deuxiéme facon Pour tout x réel, (1 + x) Z Z) z¥. En dérivant deux fois Pexpression précédente
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Ainsi en évaluant en £ =1 on a Z k(k—1) (Z) = (n—1)n2"?
k=2

10. zn: k> (Z) => (k(k—1)+k) (Z) = zn:(k:(k: —1) (Z) + k(Z))

k=0 k=0

B0 =2 (1) -+ () =24 -2+ )

=0
=n?2""' —n(n+1)2""% =n(n—1)2""2 (d’apres 5) et 10))
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