Correction du TD n°5 Fonctions usuelles ECG1 LMA 2022/23

Exercice 1

1. V2=27;2/2=2%;
2 1
— =23
V2
2. :C%:\/E,:C%:xﬁ;zfézﬁ

Exercice 2

6
1. In(8) =In2®=3In2; In(v/2) = %an; In6—1In3 :lng =In2;In(2?) —2=In2+Imne? -2 =1In2.

612 2_o 2 2 2 2 ex2+21 249 ( 1)2 1

— T 22, jTT x — ozt _ x . — ot +2x—(x+ — 1.

2. porial ie (e®) e e ey = © e
Vo €10 ; +o0],

In(2 1
Ii( z) ne peut étre simplifiée ; e21"% = elna® — 42 ;In(2z) —Inz = ln(%) =In2;In <—2) = —2Ilnz.
nz x

3 Y
3. 2% :emIDQ;Vz G]O,+OO[, 1,3 :elnz :e3lnm; ¥ :elnm :eylnz.

Exercice 3

1. Soitz >0.0nal<3=z+1<2+3 = %H > z+r3 (la fonction inverse est strictement décroissante

sur |0;4o0[) Donc, en appliquant la racine carrée & cette inégalité portant sur des nombres positifs, on

. . 1 1
obtient bien Va1 >\ 73

2. Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, cela revient a montrer que : Vax €
R, 22+ 1< (z+1)2

Or, pour tout réel x, ona (z +1)2 — 2z +1) =2 +2x+1— 2z +1) =22 > 0, donc 2z + 1 < (x + 1)2.
3. (a) La fonction z + (1 —x)2? = 22 — 22 + 1 est strictement croissante sur [1 ; +oo[ ( voir sens de variation
d’un trinéme). Donc Vz € [2;4], (1 —2)? < (1 —2)? < (1 —4)?, soit Vo € [2;4], 1 < (1 —2)? < 9.
Par croissance de la fonction exponentielle, on obtient e < e1-2) <e.
(b) Le tableau de variation de la fonction carrée donne Vo € [-1;1], 0 < 2?2 < 1
x

1 (In(1 — 2?))

(¢c) Soit z €]0;1[, on pose f(z) = =27 Ona f/(x) = (=222 Comme le dénominateur est
2
positif, le signe de f’(z) est celui de —(In(1—z?)) = . < 5. Comme 1—22 > 0 sur J0;1[, f'(z) > 0.
—x
Donc f est strictement croissante sur ]0; 1].
Exercice 4
1. Vz € R, e’ =1<e*=1<2=0.
In(l+e*)=2&1+e*=e? e =¢* -1 Donc S = {0}.
& a=1n(e? - 1). 6. Pour tout z € ]0; 4o00],
Donc S = {In(e* — 1)} si on pose X =Inzx, on a
2. Yz €]0; 400, (Inz)2+3lnz+2=0a X24+3X +2=0.
(1+lhz)?=4e (1+hs=-2 Comme A = 1, X2+ 3X + 2 = 0 admet deux

oul+lnr=2) (Inx=-30u lnz=1) solutions & savoir

S@=e3ouxr=e) X, = :fgetX2:73+1:71,
Donc S = {e™3; e} 2 9 1 2

3. Vz €]0;+o0], Done § = {e™. e™'}
Vi-hz=2&1-lhz=4&he=-3«o (- Pourtoutz€R,
Tz —e-3. En multipliant les deux membres de 1’égalité par

Donc S = {e~3} e” et en posant X =e”, on a
N e“ +e =24 (e%)2 4 1= 2"

4. |lnz|=1< (Inz=—-1ou lnz=1) e X2 X106 (X—1P 06X =1

s@=clouz=e) Z0
Donc S = {e™!; e} T
5. V€ R, Donc S = {0}.
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Exercice 5

1. Vz €]0;400], . +1<1<:>1<e””+1<:>0<e“
eI
ln(2x)<1®2z§e¢>x§§. Done S — R.
e
DoncSz]—oo;§] 5. Vo € R,
2. Vz € R, 21<3<1:>:1}n2””<1n3<:>xln2<1n3
n
n
Donc S = R*. In3
3. Vz €R, Donc S_]_OO;E]'
€3I71<1<:>3:C71§0<:>1'<%. 6. Vz €R,
1
32> 120 +1>0 —=.
DoncS:]—oo;%] >1le2r+1>02> 5
1
4. Vo e R, DoncSz]—§;+oo[.
Exercice 6
Soit f définie sur R par f(x) = ﬁ On désigne par C; sa courbe représentative.
2+
1. f(x) existe si, et seulement si, 2> + x + 1 # 0. Or A < 0 donc Dy = R.
2 1) —x(2 1 R
2. f est une fraction , donc dérivable sur Dy =R. On a f'(z) = (@ +(:;;r+)x +x1()2z +1) = o xﬁ_ ek

elle est strictement croissante sur [—1;1]. De plus f’ s’annule en —1 et 1, donc les tangentes & Cy au points
d’abscisses —1 et 0 sont horizontales.Comme lim f(z) = hIJIrl f(z) = 0 la droite d’équation y = 0 est
xr—r—00 Tr—r+00

une asymptote horizontale & Cy en —oo et en +o0.
3. Voici l'allure de Cy :

P

1
Ona f(-1)=—-1et f(1) = 3 donc f n’est ni paire ni impaire.

Exercice 7

2

1. (a) On pose fi(z) =" — (1+x) et fo(z) =€ — (1 +z + %).

L’inégalité demandée revient & montrer que Vo € Ry, fa(z) = 0.
En effet, la fonction fo est dérivable sur Ry et fi(x) = fi(x) > 0 (par hypothese) .

Donc f> est croissante sur R, et par conséquent Vz € Ry, fo(z) > f2(0) = 0.
2
x
Donc Vx e Ry, e 2> 1+x+7.

2 1.3

(b) On pose f3(z) =e® — (1+z + % + )

En utilisant la méme méthode, montrons que Vo € Ry,e* > 1+ 2z + %xQ + %ZC?’, c’est a dire Vo €
Ry, I3 (‘T) 2 0.

En effet, la fonction f3 est dérivable sur Ry et fi(z) = fa(z) > 0 (d’apres a)) .

Donc f3 est croissante sur R, et par conséquent Vz € Ry, f3(x) > f3(0) = 0.

2 1.3

Donc Vz € Ry, , el>1+x+%+g.
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n

x
(c) Montrons par récurrence que P(n) : « Ve € Ry, e* 21+ +--- + — »est vraie pour tout n € N*.
n!
P(1) est vraie d’aprés ’hypothése.

Supposons que pour un entier non nul n, P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
n

Pour cela on pose f,(z) =" — (14+2+---+ x_|)
n!

pntl
On a frpi1(x) :ez—(l—l—x—i----—i—m).
La fonction fy,41 est dérivable sur Ry et f),_ (z) = fu(x) > 0 (par hypothese de récurrence) .
Donc f,+1 est croissante sur R, et par conséquent Vo € Ry, fni1(x) = frne1(0) = 0.
DoncVzeR;y, e* 2142+ - -+ (57_1:1)'
Conclusion : Vn € N*, Vz e R, e* > 1+z+--~+£.

n!

b ba?
Comme bx? > 0, le 51gne de f'(x) est celui du trindome 2% — ab, en particulier f’ est negatlve sur ]0; Vabd]
et positive sur [\/ ; +oo[. Donc f est décroissante sur ]0; v ab] et croissante sur [vab;+o0].

Donc Vo >0, f(z) > f(v/ab). Or f(vab) = L—i— \/_ \/7 \/7 soit Vo > 0, —+ b > >2,/%.

1 Z—ab
2. La fonction f est dérivable sur R et Vo € RY, f'(z) = f% r-a
x

Exercice 8

eI

Soit f définie par f(7) = 7=

2. On a

Donc f est paire.

3. f est dérivable comme composée de fonctions dérivables et on a, pour tout z € R,
e (14 e%)? —e"(2e(1 4 €”
o= SR )
_e”(14e") —e”(2e)
(14 ev)3
e”(1 —e")

= m( factorisation par e” )

( simplification par 1+ €” )

x

[0;400[. D’ou le tableau de variations de f :

4. Le signe de f'(z) est celui de 1 — €® car > 0 . Donc f’ est positive sur |—oco ;0] et négative sur

page 3



Correction du TD n°5 Fonctions usuelles ECG1 LMA 2022/23

] =

F(a) / \

5. On a Vz € [0,+00[, f/(x) < 0 d’apres 4). Montrons que Vz € [0, 4+o00[, —
x €]0,+00[on a:

% < f/(z). En effet, pour tout

1_e"(1—e) +l

37 (1+er)s ' 3
_3e"(1—e") + (1+e")?
N 3(1 +e7)3
e 4 6e” +1
o 3(1+em)3

Comme exp est strictement positive sur R, f/'(z) + 5 > 0.
Donc Va € [0, +o0[, —3 < f/(z) <O0.

6. Montrons que Vz € [0, 400, —3z+ § <
On a Yz € [0,+00], ) —(
Yz € [0, +oo[, g(z) = ¢g(0) = 0. Donc Vz

1
3

(z). On pose, pour tout z € [0, +oo, g(z) = f(x) — (32 + 7).
) = 0, d’apres 5). Donc g est croissante sur [0, 4+o00[ et on a
[0, +o0l, =3z + 7 < f(a).

Exercice 9

x

Soit th la fonction définie sur R par th(z) = e —e”

eT+e™®
e?r—1

1. Montrons que th(z) = 71 En effet, on a pour tout z € R,

e —e T eP(e” —e )
eT e % ez(ez + efac)
e —1
eQw + 1

Donc th(z) = zz:;}
2. Résolvons équation th(z) = y en fonction des valeurs de y.
Tout d’abord, montrons que th(z) =y =y € ]-1;1].
En effet ; comme —e?? —1 < €2 —1 < e2* + 1, en divisant les deux membres de cette inégalité par e* + 1
on obtient —1 < y < 1.

Pour tout y € |—1;1[on a :

e — 1 _
e2r +1
e —1=ye* +1)

th(z) =y < y

<:>621_1:y621+y

1
@esz—er
-y
1
©2$—ln<£>
1-y

3. D’apres 2), Vy € |—1;1], 3z € R, y = th(x). Donc th réalise une bijection de R sur |—1;1].
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Exercice 10

1. Etude des fonctions sh et ch

(a)
(b)

()

2. (a)

Les deux fonctions sont définies sur R.

ch(—z) = ¢ 2—|—e — —|—2e = ch(x) et sh(—x) = ¢ 2_ c - ¢ _26 = —sh(x) La fonction

ch est donc paire et la fonction sh est impaire.

On étudie la fonction sh sur R4 et on déduira les variations et le signe sur R par parité.

e _ (—e~® .
x sh est une fonction dérivable sur R et sh’(z) = # = ch(z). Etant donné que pour
tout z € R, e* > 0 alors sh’(z) = ch(z) > 0. Ce qui veut dire que la fonction sh est strictement
croissante.

* Etudions le signe de la fonction sh.

sh(z) > 0 lorsque e* > e ", en appliquant la fonction In & 1'inégalité précédente on trouve que
sh(z) > 0 lorsque = > —x c’est & dire lorsque = > 0.

Ainsi la fonction sh est positive sur R.

* Par parité on en déduit que sh est décroissante et négative sur R_.
et _ g%
ch est une fonction dérivable sur R et ch’(r) = ———— = sh(x).
Le signe de sh obtenue dans la question précédente permet de conclure La fonction ch est croissante
sur R, et décroissante sur R_.
et b e % e _ g%
Comme pour tout © € R, e7* > e~ %, alors ch(z) = 5 > 5 = sh(z).

Les courbes représentatives sont données ci-dessous :

AY

P
8 Y

La fonction f est définie pour des valeurs n’annulant pas la fonction sh, c’est a dire pour = # 0. En
conclusion la fonction f est définie sur R*.

Pour z #0
—x —x x
=)= 3~ “a@ ) @
La fonction f est donc paire.
La fonction g est bien dérivable sur RT et ¢’(x) = ch(z) — zsh(z) — ch(z) = —x sh(z). Les fonctions

x +— x et x +— sh(x) sont positives sur R4 ce qui veut dire que g est strictement décroissante.
Si z > 0 alors g(z) < 0 mais g(0) = 0 soit g(x) < 0.

La fonction f est paire, on va donc I'étudier sur R} , oti elle est une fonction dérivable.
sh(z) — xz ch(x) g(x)

e i 5 ERR ) 2

De la question précédente, on peut déduire que f'(z) < 0. La fonction f est donc décroissante sur
R et par parité on peut déduire que f est croissante R* .
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(d) La courbe représentative de f est ci-dessous

3. Quelques formules

_ 2 _ — —
—e z) eQm 2eTe~ T e 2x eQm 2eTe~ T

x —x 2 X
(a) SoitxeR,chQ(ac)—shQ(x):(e +2€ )_(e 5 =ttt
e—2$ eO e0
T
4 2+2
eQz 2eTe—® e—2z 1 eQm +e—2z 1 1
b) (ch(z))* = — = ~ =2 (1+ch(2
0) () =4 25 S = () = (1 ehiza))
eQm 2eTe~® e—2z 1 eQm +e—2z 1 1
h(z))? = — — = (L= ) -2 =Z(ch(22) -1
(0 (ha))? = = 2 S L (ST - g = ) - )
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